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1. Introdução

Mateḿaticos s̃ao pessoas céticas. Eles usam muitos métodos, incluindo experimentação
com exemplos e tentativa e erro para tentar encontrar respostas para questões mateḿaticas,
mas eles ñao s̃ao convencidos que esta resposta está correta a menos que eles consigam
prová-la. Antes de iniciar o curso deMateḿatica Discreta I, voĉe, com certeza, já deve
ter se deparado com diversas provas matemáticas, poŕem,é posśıvel que voĉe ñao tenha
experîencia em escrever provas1. O objetivo deste textóe mostrar como construir suas
próprias provas.

Pode-se fazer uma analogia do processo de construção de uma prova, com a mon-
tagem de um quebra-cabeças muito grande. Não existe uma regra para montar um quebra-
cabeça grande. Áunica regra diz respeito ao resultado: Todas as peças devemse encaixar
para formar a figura do quebra-cabeças corretamente. O mesmo vale para provas. Em uma
demonstraç̃ao, muitas vezes tentamos encaixar peças que não nos levam a lugar algum...

Apesar de ñao existirem regras de como quebra-cabeças devam ser resolvidos,
algumas t́ecnicas para resolvê-los paracem funcionar melhor que outras. Por exemplo,
geralmente, voĉe monta um quebra-cabeças preenchendo as bordas primeiro,e, grada-
tivamente, preenche o interior deste. Algumas vezes, você pode tentar encaixar peças
em lugares incorretos e depois de algum tempo percebe que não est́a fazendo nenhum
progresso. A medida que as peças se encaixam, você percebe que a solução est́a mais
próxima, e, aos poucos a figura final começa a surgir do emaranhado de peças aparente-
mente sem sentido.

Durante o processo de construção de uma prova, muitas vezes,encaixamos peças
nos lugares errados. A medida que encaixamos uma peça no lugar correto, percebemos
que a soluç̃ao final, est́a pŕoxima...

Mateḿaticos formalizam suas respostas a suas dúvidas por meio de umteorema
que diz que se certas suposições chamadashipótesesdo teorema forem verdadeiras, então
a conclus̃ao tamb́em deve ser. Muitas vezes, as hipóteses e a conclusão cont́em varíaveis
livres2, e neste caso, fica sub-entendido que estas variáveis podem ser quaisquer elemen-
tos do universo de discurso. Uma atribuição de valores particulares a estas variáveisé
chamada deinstância do teorema, e para que um teorema seja correto, este deve ser
verdadeiro para todas as instâncias posśıveis, sempre que as hipóteses deste toerema
forem verdadeiras. Caso exista alguma instância que faça a conclusão ser falsa quando

1A partir deste ponto do texto, a palavra prova irá significar prova mateḿatica, a menos que seja especi-
ficado o contŕario.

2variáveis que ñao est̃ao associadas a nenhum∃ e∀



as hiṕoteses forem verdadeiras, então diz-se que este teoremaé incorreto. Esta inst̂ancia
que invalida um teoremáe chamada decontra-exemplo.

2. Um primeiro exemplo...

Teorema.Suponhax > 3 ey < 2. Ent̃aox2 − 2y > 5.

Este teoremáe correto (A demostração deste teorema fica como exercı́cio!). As
hipóteses deste teorema são x > 3 e y < 2, e a conclus̃ao é x2 − 2y > 5. Como
uma posśıvel inst̂ancia para este teorema, pode-se atribuir o valor 5 parax e 1 paray.
Evidentemente, estes valores tornam verdadeiras as hipótesesx > 3 e y < 2, ent̃ao o
teorema nos diz que a conclusão tamb́em deve ser verdadeira. Atribuindo estes valores
dex e y na conclus̃ao temos que:x2 − 2y = 52 − 2 · 1 = 25− 2 = 23 e, é evidente que
23 > 5. Observe que este cálculonão constitui a prova deste teorema, pois uma prova
deve mostrar que o teoremaé válido para todas as suas instâncias.

Considere o mesmo teorema mostrado acima. Se removermos a segunda hiṕotese,
o teorma ficaincorreto:

Teorema Incorreto: Suponhax > 3. Ent̃aox2 − 2y > 5.

Para mostrar que um teorema qualqueré incorreto, basta encontrar umcontra-
exemplo. Por exemplo, suponhax = 4 e y = 6. Ent̃ao aúnica hiṕotese,x > 3, é
verdadeira, masx2 − 2y > 5 = 16− 12 = 4, ent̃ao a conclus̃aox2 − 2y > 5 é falsa.

Sempre que voĉe encontrar um contra-exemplo para um teorema, então voĉe pode
afirmar com certeza que o teoremaé incorreto, mas áunica maneira de saber que o teo-
remaé corretoé provando-o. A prova de um teoremaé simplesmente um argumento
dedutivo em que as hipóteses s̃ao as premissas e a conclusão é a conclus̃ao do teorema;
ou seja, o primeiro passo para demonstrar um teoremaé expressar suas hipóteses e sua
conclus̃ao utilizando sentenças lógicas.

Todas as t́ecnicas de demonstração de teoremas apresentadas neste texto, são
baseadas na forma lógica da conclus̃ao e de suas hipóteses. Durante o processo de
demonstraç̃ao, deve-se aplicar, sobre as hipóteses, equivalências, regras de inferência
para que a partir destas, chegue-se a conclusão; demonstrando assim a validade do teo-
rema. Apesar das técnicas de demonstração, oferecerem umcaminho, estas ñao fun-
cionam como uma receita de bolo, nem sempre, uma técnicaé a mais adquada para a
demonstraç̃ao de um teorema, e, somente com um pouco deexperiência em demonstrações
você seŕa capaz de dizer quando uma técnicaé mais adequada que outra. Porém, existe
a mais importante (na minha opinião...) regra para demonstração de teoremas, e, estaé
mostrada abaixo:

2.1. Uma regra de ouro

Nunca utilize algo em uma demonstração que voĉe ñao possa justificar completamente.

Isto quer dizer:não invente! Apenas utilize regras dedutivas ou equivalências j́a
apresentadas em sala de aula, e, principalmente:Uma prova deve ser construı́da passo a
passo, ou seja,fazer diretomuitas vezes pode levar a erros durante o processo de dedução
ou dificultar a escrita do texto correspondente a dedução lógica.



3. Técnicas de Demonstraç̃ao

As técnicas de demonstração podem ser dividas em: provar uma conclusão que possui
uma determinada forma ou utilizar uma hipótese com uma determinada forma. Du-
rante o restante deste texto, serão apresentadas técnicas para provar conclusões e utilizar
hipóteses que possuem uma determinada forma lógica.

A primeira t́ecnica apresentada já foi mostrada em sala de aula, e,é conhecida em
textos de mateḿatica discreta comoprova direta.

3.1. Para provar uma conclus̃ao que possui a formaP → Q:

Assuma queP é verdadeiro e então proveQ

Exemplo: Suponha que a e b são ńumeros reais. Prove que se0 < a < b ent̃ao
a2 < b2

Antes de demonstrar este teorema, vamos dividir o processo de demonstrar um
teorema em duas partes:

• Rascunho: Esta partée utilizada para que você realize as deduções necessárias
para a demonstração deste teorema. O resultado final da demonstração, ñao deve
incluir o rascunho.
• O teorema: Este consiste em um texto em português usando alguns sı́mbolos

mateḿaticos que resumem o processo dedutivo realizado no rascunho. Este texto
queé encontrado em livros e representa o resultado final de uma demonstraç̃ao.

Ent̃ao para demonstrar este exemplo, vamos considerar primeiroo rascunho.

Rascunho

Suponha que a e b são ńumeros reais. Prove que se0 < a < b ent̃aoa2 < b2

A partir do texto deste exemplo, pode-se ver facilmente que aúnica hiṕotese de
que dispomośe quea e b são ńumeros reais3. Poŕem a conclus̃ao possui a formaP → Q,
ondeP é a proposiç̃ao0 < a < b eQ éa2 < b2. Assim ńos começamos com as seguinte
rascunho:

Hipóteses Provar
a, b ∈ R (0 < a < b)→ (a2 < b2)

De acordo com nossa técnica de prova, ńos podemos assumir que0 < a < b e
tentar usar essa suposição para provar quea2 < b2. Em outras palavras, nós tranformare-
mos o problema de provar(0 < a < b) → (a2 < b2) em provara2 < b2 supondo que
0 < a < b. Assim o rascunho ficaria:

Hipóteses Provar
a, b ∈ R (a2 < b2)
(0 < a < b)

Observando as desigualdadesa < b e a2 < b2 fica claro que devemos multiplicar
ambos os lados da desigualdadea < b pora ou porb para que fiquemos mais próximos de
nosso objetivo. Comoa eb são positivos (uma vez que(0 < a < b)), não h́a a necessidade

3Palavras como suponha e assuma em um texto denotam as hipóteses que podem ser utilizadas em uma
demonstraç̃ao



de inverter a direç̃ao da desigualdade caso multipliquemos ambos os lados dea < b por
a ou porb. Multiplicandoa < b por a temos quea2 < ab, e multiplicandoa < b por b
temos queab < b2. Assim temos quea2 < ab < b2, portantoa2 < b2.

Teorema: Suponha que a e b são ńumeros reais. Se0 < a < b ent̃aoa2 < b2

Prova: Suponha que0 < a < b. Multiplicando ambos os lados da desigualdade
a < b pelo ńumero positivoa nós podemos concluir quea2 < ab, e similarmente mul-
tiplicando porb obtemosab < b2. Assim, temos quea2 < ab < b2, e disto segue que
a2 < b2. Portanto, se0 < a < b ent̃aoa2 < b2.

Como voĉe pode ver no exemplo anterior, existe uma diferença entre oracioćınio
que voĉe usa durante uma demonstração e a vers̃ao final desta. Quando matemáticos
escrevem provas, eles usualmente descrevem apenas os passos necesśarios para justificar
suas conclus̃oes, sem explicar como eles pensaram nelas4. Alguns destes passos serão
sentenças indicando que o problema utiliza uma determinada t́ecnica de demonstração;
alguns passos serão justificados por regras de inferência aplicadas as hipóteses. Mais
uma vez, conv́em ressaltar, que usualmente não existe explicaç̃ao de como o mateḿatico
pensou nestes passos. A prova do exemplo anterior inicia-secom a fraseSuponha que
0 < a < b, indicando que voĉe est́a adicionando a proposição0 < a < b ao seu conjunto
de hiṕoteses; e, o texto prosegue com uma seqüência de infer̂encias que levam a conclusão
a2 < b2.

Para manter claro como fica a estrutura de uma demonstração, para cada estratégia
apresentada neste texto, serão apresentadas a estrutura dorascunhoe do texto daprova.
Abaixoé mostrado a estrutura de como realizar um rascunho e escrever uma prova quando
uma conclus̃ao possui a formaP → Q.

3.1.1. Para provar uma conclus̃ao que possui a formaP → Q:

Assuma que Ṕe verdadeiro e então prove Q

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):

Hipóteses Provar
H1 P → Q
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
H1 Q
...
Hn

P

4No rascunho do exemplo anterior, houve a justificativa completa porqûe pod́ıamos multiplicar ambos
os lados da desigualdadea < b sem alterar sua direção, o que ñao ocorre na versão final desta prova.



Forma final da prova

SuponhaP .
[Prova deQ]

Portanto, seP ent̃aoQ. (P → Q)

Note que a forma sugerida para a prova final mostra apenas o começo e o fim
da prova; os passos domeiodever̃ao ser preenchidos com as inferências realizadas para
obter-se a conclusão.

Existe um segundo ḿetodo para provar conclusões da formaP → Q. Como
P → Q ≡ ¬Q→ ¬P , pode-se provarP → Q provando¬Q→ ¬P . Ou seja:

3.2. Para provar uma conclus̃ao que possui a formaP → Q:

Assuma queQ é falso e prove queP é falso.

Cabe ressaltar que, assumirQ como falso significa adicionar¬Q as hiṕoteses e
provar queP é falso, significa provar¬P . Abaixo é mostrada a estrutura do rascunho e
da prova final.

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):

Hipóteses Provar
H1 P → Q
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
H1 ¬P
...
Hn

¬Q

Forma final da prova

Suponha queQ é falso.
[Prova de¬P ]

Portanto, seP ent̃aoQ. (P → Q)

Esta estrat́egia de prova,́e chamada deprova pela contrapositiva. Para exempli-
ficar o seu uso, considere o seguinte exemplo:

Exemplo: Suponha quea, b e c são ńumeros reais e quea > b. Prove que se
ac ≤ bc ent̃aoc ≤ 0.

Rascunho
Hipóteses Provar
a, b, c ∈ R (ac ≤ bc)→ (c ≤ 0)
a > b



A contrapositiva da conclusãoé¬(c ≤ 0) → ¬(ac ≤ bc), ou em outras palavras
(c > 0) → (ac > bc), ent̃ao pode-se provar esta conclusão adicionando(c > 0) às
hipóteses e fazendoac > bc a nova conclus̃ao.

Hipóteses Provar
a, b, c ∈ R (ac > bc)
a > b
c > 0

Agora, ńos podemos escrever a primeira e aúltima sentença da prova. De acordo
com a estrat́egia, a prova deve ter a seguinte forma:

Suponha quec > 0.
[Prova deac > bc]

Portanto, seac ≤ bc ent̃aoc ≤ 0.

Usando a nova hiṕotesec > 0, pode-se ver que a conclusãoac > bc segue imedi-
atamente multiplicando ambos os lados da desigualdadea > b porc. Inserindo este passo
entre a primeira éultima sentença completa a prova.

Teorema: Suponhaa, b, c ∈ R ea > b. Seac ≤ bc ent̃ao c ≤ 0.

Prova: Esta prova será pela contrapositiva. Suponhac > 0. Ent̃ao ńos podemos
multiplicar ambos os lados dea > b por c e concluir queac > bc. Portanto, seac ≤ bc
ent̃aoc ≤ 0.

3.3. Provas envolvendo negações e condicionais

Usualmenteé mais f́acil provar uma proposição positiva5 que uma negativa, então é
muitas veześutil reexpressar uma conclusão da forma¬P antes de prov́a-la. Ao inv́es
de usar uma conclusão que diz quealgo ñao pode ser verdadeiro, observe se voĉe rescr-
ever esta comoalgo que pode ser verdadeiro6. Assim, nossa primeira estratégia de prova
para conclus̃oes da forma¬P é:

3.4. Para provar uma conclus̃ao que possui a forma¬P :

Tente reexpressar a conclusão em uma forma positiva, usando equivalências ĺogicas.

Exemplo: Suponha queA ∩ C ⊆ B e quea ∈ C. Prove quea 6∈ A/B

Rascunho
Hipóteses Provar
A ∩ C ⊆ B a 6∈ A/B a ∈ C

Como a conclus̃ao est́a em uma forma negativa, nós iremos reexpressá-la como
uma sentença positiva:

a 6∈ A/B ≡ ¬(a ∈ A ∧ a 6∈ B) (definiç̃ao deA/B)
Mas istoé equivalente a(a 6∈ A ∨ a ∈ B) (pela lei de DeMorgan)
Mas istoé equivalente aa ∈ A→ a ∈ B.

5Isto é, uma proposiç̃ao que ñao envolve o conectivo¬
6isto pode ser facilmente feito utilizando equivalências ĺogicas j́a vistas.



Reescrevendo a conclusão desta maneira temos:

Hipóteses Provar
A ∩ C ⊆ B a ∈ A→ a ∈ B
a ∈ C

Agora podemos provar a conclusão utilizando uma estratégia para provar uma
conclus̃ao de formaP → Q.

Hipóteses Provar
A ∩ C ⊆ B a ∈ B
a ∈ C
a ∈ A

O restante da prováe simples. Comoa ∈ A e a ∈ C ent̃aoa ∈ A ∩ C, e como,
A ∩ C ⊆ B, segue quea ∈ B.

Teorema:SuponhaA ∩ C ⊆ B ea ∈ C. Ent̃aoa 6∈ A/B.

Prova: Suponhaa ∈ A. Comoa ∈ C, segue quea ∈ A ∩ C. Mas como
A∩C ⊆ B ea ∈ A∩C, ent̃aoa ∈ B. Assim ñao pode ser verdade quea é um elemento
deA e ñao deB, isto é,a 6∈ A/B.

Algumas vezes ñaoé possivel reexpressar uma conclusão da forma¬P como uma
proposiç̃ao positiva; o que impossibilita utilizar esta estratégia de prova. Nestes casos
pode-se tentar construir uma prova porcontradiç̃ao, que seŕa apresentada a seguir.

3.5. Para provar uma conclus̃ao que possui a forma¬P :

Assuma queP é verdadeiro e tente obter uma contradição. Uma vez obtida esta
contradiç̃ao, pode-se afirmar queP deve ser falso.

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):

Hipóteses Provar
H1 ¬P
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
H1 ⊥
...
Hn

P

Forma final da prova

Suponha queP é verdadeiro.
[Prova de⊥]

Assim segue queP é falso.

Exemplo: Prove que sex2 + y = 13 ey 6= 4 ent̃aox 6= 3.



Rascunho:

Observe que esta prova não possui hiṕoteses e sua conclusãoé da formaP → Q
(tente expressar você mesmo esta conclusão). Ent̃ao, utilizando a estratégia de prova
direta, temos que:

Hipóteses Provar
x2 + y = 13 x 6= 3
y 6= 4

Pelo que j́a foi visto at́e agora, a estrutura final da prova será semelhante a:

Suponha quex2 + y = 13 ey 6= 4.
[Prova dex 6= 3]

Assim segue que sex2 + y = 13 ey 6= 4 ent̃aox 6= 3.

Em outras palavras, a primeira eúltima sentença da prova já est̃ao determinadas,
falta preencher a parte relativa a provar quex 6= 3. Provarx 6= 3 é o mesmo que provar
¬(x = 3), como a proposiç̃aox = 3 não pode ser expressada usando conectivos lógicos,
não é posśıvel expressar esta conclusão em uma forma positiva. Para demonstrar este
teorema, uma soluçãoé tentar uma prova por contradição, resultando em:

Hipóteses Provar
x2 + y = 13 ⊥
y 6= 4
x = 3

Novamente, a técnica de prova utilizada sugere como preencher as partes que est̃ao
faltando no texto final da prova:

Suponha quex2 + y = 13 ey 6= 4.
Suponha quex = 3

[Prova de⊥]
Portantox 6= 3.

Assim segue que sex2 + y = 13 ey 6= 4 ent̃aox 6= 3.

Recomenda-se que você termine o rascunho desta prova, que será omitido. Abaixo
é mostrada a versão final do texto desta.

Teorema: Sex2 + y = 13 ey 6= 4 ent̃aox 6= 3

Prova: Suponha quex2 + y = 13 ey 6= 4. Suponha quex = 3. Substituindo este
valor dex na equaç̃aox2 + y = 13, obt́em-se que9 + y = 13, ent̃ao y = 4. Mas isto
contradiz o fato quey 6= 4. Portantox 6= 3. Assim segue que sex2 + y = 13 e y 6= 4
ent̃aox 6= 3.

3.6. Para usar uma hiṕotese que possui a forma¬P :

Se voĉe est́a fazendo uma prova por contradição, torneP a conclus̃ao a ser provada. Se
você provarP , ent̃ao a prova estará completa, uma vez queP contradiz a hiṕotese¬P .

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):



Hipóteses Provar
¬P ⊥
H1
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
¬P P
H1
...
Hn

Forma final da prova

[Prova deP ]
Como sabe-se que¬P , ent̃ao istoé uma contradiç̃ao.

Exemplo: Suponha queA,B eC são conjuntos,A/B ⊆ C. Prove que sex ∈ A/
C ent̃aox ∈ B.

Pode-se ver que temos como hipótese queA/B ⊆ C e que nossa conclusão é
x ∈ A/C → x ∈ B. Como nossa conclusãoé da formaP → Q temos que:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C x ∈ B
x ∈ A/C

Como estamos utilizando nesta prova a técnica de demonstração direta, temos que
a forma final do texto da prova será:

Suponha queA/B ⊆ C
[Prova dex ∈ B]

Assim, seA/B ⊆ C ent̃aox ∈ B.

Observe que a proposição x ∈ B não pode ser expressa utilizando conectivos
lógicos, sendo assim, nenhuma das técnicas vistas até o momento podem ser utilizadas,
exceto a prova por contradição. Sendo assim:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C ⊥
x ∈ A/C
x 6∈ B

Após aplicar a t́ecnica da prova por contradição, temos que a estrutura final da
prova seŕa:

Suponha queA/B ⊆ C
Suponha quex 6∈ B

[Prova de⊥]
Todaviax ∈ B

Assim, seA/B ⊆ C ent̃aox ∈ B.



Como estamos fazendo uma prova por contradição e nossáultima hiṕoteseé uma
proposiç̃ao negativa, podemos usar a estratégia para hiṕoteses da forma¬P . Infeliz-
mente, esta estratégia, sugere que tornemosx ∈ B como nossa nova conclusão, que nos
leva para onde começamos. Devemos olhar as outra hipóteses para tentar encontrar uma
contradiç̃ao.

Analizando a hiṕotesex ∈ A/C parece ser a melhor saı́da. Escrevendo a definição
dex ∈ A/C temos quex ∈ A/C ≡ x ∈ A ∧ x 6∈ C. Substituindo isto nas hipóteses
temos que:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C ⊥
x ∈ A
x 6∈ C
x 6∈ B

Agora sim! Temos uma hiṕotese da forma¬P , ondeP = x ∈ C, ent̃ao podemos
aplicar a estratégia para usar hiṕoteses da forma¬P fazendox ∈ C nossa conclus̃ao.
Mostrando quex ∈ C completa a prova porque contradiz a hipótesex 6∈ C. O rascunho,
ent̃ao, ficaria:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C x ∈ C
x ∈ A
x 6∈ C
x 6∈ B

Novamente, podemos preencher um pouco mais o esqueleto do texto da prova:

Suponha queA/B ⊆ C

Suponha quex 6∈ B

[Prova dex ∈ C]
Mas isto contradiz o fato quex 6∈ C

Todaviax ∈ B

Assim, seA/B ⊆ C ent̃aox ∈ B.

Finalmente chega-se a um ponto onde a conclusão segue facilmente das hipóteses.
Comox ∈ A e x 6∈ B pode-se concluir quex ∈ A/B. ComoA/B ⊆ C e x ∈ A/B,
segue quex ∈ C. O texto final deste teorema fica como exercı́cio.

Esta estrat́egia apresentada para usar hipóteses da forma¬P é somente aplićavel
se estamos fazendo uma prova por contradição. Para outros tipos de prova, a estratégia
seguinte pode ser usada. Esta nova estratégia é baseada no fato que uma proposição
negativa pode ser escrita como uma positiva, utilizando regras de equivalência.

3.7. Para usar uma hiṕotese que possui a forma¬P :

Se posśıvel reexpresse esta hipótese de outra forma utilizando regras de equivalência.

Já foram apresentadas estratégias para hiṕoteses e conclusões da forma¬P , mas
somente foram apresentadas estratégias para conclusões da formaP → Q. Agora ser̃ao
apresentadas estratégias para utilizar hiṕoteses da formaP → Q.



3.8. Para usar uma hiṕotese que possui a formaP → Q:

Se voĉe possuirP como hiṕotese, ou puder provarP , voĉe pode concluirQ, usando a
regra de infer̂enciamodus ponens. De maneira ańaloga, se voĉe possuir como hiṕotese
6= Q você pode concluir¬P , uma vez queP → Q ≡ ¬Q→ ¬P .

3.9. Para provar uma conclus̃ao da forma∀x · P (x)

Assuma quex é um objeto arbitŕario e ent̃ao proveP (x). A letrax deve corresponder a
uma nova varíavel na prova. Sex já estiver sendo utilizada na prova, então escolha um
novo nome de variávely, e proveP (y).

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):

Hipóteses Provar
H1 ∀x · P (x)
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
H1 P (x)
...
Hn

Forma final da prova

Sejax arbitŕario
[Prova deP (x)]

Comox é arbitŕario, pode-se concluir que∀x · P (x).

Exemplo: Suponha queA,B e C sejam conjuntos quaisquer e queA/B ⊆ C.
Prove queA/C ⊆ B.

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C A/C ⊆ B

Como usual, iniciamos por representar a conclusão como uma expressão lógica:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C ∀x(x ∈ A/C → x ∈ B)

Como a conclus̃ao possui a forma∀x · P (x), ondeP (x) é (x ∈ A/C → x ∈ B),
iremos introduzir uma nova variável x na prova para representar um objeto arbitrário e
ent̃ao tentamos provarx ∈ A/C → x ∈ B. Note quex é uma nova variável livre na
prova7. Para garantir quex é um valor arbitŕario ńos ñao devemos fazer qualquer outra
suposiç̃ao a seu respeito. Após estes passos, o rascunho toma a seguinte forma:

Hipóteses Provar
A/B ⊆ C (x ∈ A/C → x ∈ B)

7x aparece anteriormente na prova como uma variável ligada, devemos escolhar nomes diferentes para
variáveis livres, uma vez que, variáveis ligadas ñao representam nada em particular



De acordo com nossa estratégia, a prova final deve ser semelhante a:

Sejax arbitŕario
[Prova de(x ∈ A/C → x ∈ B)]

Comox é arbitŕario, pode-se concluir que∀x · (x ∈ A/C → x ∈ B) ent̃aoA/
C ⊆ B.

O restante da prováe similar ao um exemplo apresentado na seção 3.6. Abaixóe
mostrado o texto final da prova:

Teorema: Suponha queA,B e C sejam conjuntos e queA/B ⊆ C. Ent̃ao A/
C ⊆ B.

Prova: Sejax arbitŕario. Suponha quex ∈ A/C. Isto significa quex ∈ A e
x 6∈ C. Suponha quex 6∈ B. Ent̃ao x ∈ A/B, comoA/B ⊆ C, x ∈ C. Mas isto
contradiz o fato quex 6∈ C. Portantox ∈ B. Assim, sex ∈ A/C ent̃aox ∈ B. Comox
é arbitŕario, pode-se concluir que∀x · (x ∈ A/C → x ∈ B) ent̃aoA/C ⊆ B.

Note que esta prova mostra que todo elemento deA/C é tamb́em um elemento
deB, poŕem ela ñao faz nenhuma referência do tipotodos os elementos deA/C. Nesta
prova ńos simplesmente pensamos sobrex, queé tratado como uḿunico elemento deA/
C. Poŕem no decorrer da prova, nós tomamos o cuidado de não fazer nenhuma suposição
sobre qual elemento deA/C, x deve ser. Somente no final da demonstração, é feita a
observaç̃ao de quex é um valor arbitŕario, e portanto, nossas conclusões podem se aplicar
a qualquer valor dex ∈ A/C. Estaé a principal vantagem de se provar uma conclusão da
forma∀x · P (x), pois, esta estratégia permite que você trate todo um conjunto de objetos
como se fosse uḿunico, enquanto este objeto for arbitário.

3.10. Para provar uma conclus̃ao da forma∃x · P (x)

Tente encontrar um valor dex para o qualP (x) é verdadeiro. Então comece sua prova
comSeja x = o valor que voĉe escolheue proveP (x) para este valor dex. Novamente,x
deve ser uma nova variável livre.

Rascunho

Antes de usar a estratégia (H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0. ):

Hipóteses Provar
H1 ∃x · P (x)
...
Hn

Depois de usar a estratégia:

Hipóteses Provar
H1 P (x)
...
Hn

Forma final da prova

Sejax = (o valor que voĉe escolher)
[Prova deP (x)]



Assim,∃x · P (x).

Encontrar o valor certo parax pode ser dif́ıcil em alguns casos. Uma possı́vel
maneira de encontrar este valoré assumir queP (x) seja verdadeiro e então obt́em-se o
valor dex, a partir desta suposição. SeP (x) for uma equaç̃ao envolvendox, o processo de
encontrarx resume-se em resolver esta equação parax. CasoP (x) não seja uma equação,
você tem total liberdade para utilizar o método que quiser para descobrir este valor dex.
A razão desta liberdadée que ñao h́a a necessidade deespecificar o racioćınio utilizado
para obter o valor dex no texto final da prova.

Exemplo: Prove que para todo número realx, sex > 0 ent̃ao existe um ńumero
realy tal quey(y + 1) = x.

Rascunho

A conclus̃ao a ser provadáe∀x(x > 0→ ∃y[y(y + 1) = x]), onde as variáveisx
ey abrangem quaisquer valores do conjuntoR. Conforme j́a visto, devemos iniciar nossa
prova, assumindo quex seja um valor arbitŕario e ent̃ao tentamos provar que∃y[y(y+1) =
x]. Assim temos que nosso rascunho possui a forma8:

Hipóteses Provar
x > 0 ∃y[y(y + 1) = x]

Como nossa conclusão possui a forma∃yP (y), ondeP (y) = y(y + 1) = x, de
acordo com nossa estratégia, devemos tentar achar um valor dey que torneP (y) ver-
dadeiro. Comoy(y + 1) = x é uma equaç̃ao quadŕatica sobrey, resolvendo-a temos que
y = −1±

√
1+4x

2
. Observe que

√
1 + 4x é definido uma vez quex > 0. Como encontramos

um valor paray tal queP (y) é verdadeiro, então temos que∃yP (y), concluindo assim a
prova. O esqueleto desta prova juntamente com seu texto seguem abaixo:

Sejax um ńumero real arbit́ario.
Suponhax > 0

Sejay = −1±
√

1+4x

2
[Prova dey(y + 1) = x]

Assim,∃y[y(y + 1) = x]
Portantox > 0→ ∃y[y(y + 1) = x].

Desde quex é arbitŕario, pode-se concluir que∀x(x > 0→ ∃y[y(y + 1) = x]).

TeoremaPara todo ńumero realx, sex > 0 ent̃ao existe um ńumero realy tal que
y(y + 1) = x.

Prova Sejax um ńumero real arbitŕario e suponhax > 0. Sejay = −1±
√

1+4x

2
que

é um valor definido desde quex > 0. Ent̃ao:

y(y + 1) = (1)
(−1±

√
1 + 4x

2

)

·
(−1±

√
1 + 4x

2
+ 1

)

=

(−1±
√

1 + 4x

2

)

·
(−1±

√
1 + 4x + 1

2

)

=

1 + 4x− 1

4
=

4x

4
= x.

8Alguns passos já vistos em seç̃oes anteriores foram omitidos.



Comox é arbitŕario e existe um ńumero realy = −1±
√

1+4x

2
pode-se concluir que

para todo ńumero realx > 0 existe um valory tal quey(y + 1) = x.

3.11. Para usar uma hiṕotese da forma∃xP (x)

Introduza uma nova variável livre x0 na prova para representar um objeto para o qual
P (x0) é verdadeiro. Isto significa que você pode assumir queP (x0) é verdadeiro. Note
que usar uma hiṕotese da forma∃xP (x) é muito diferente de provar uma conclusão com
a forma∃xP (x), porque quando você usa uma hiṕotese desta forma, você ñao tem que
escolher um valor especı́fico parax. Você pode assumir quex0 é algum objeto para o qual
P (x0) é verdadeiro, mas, você ñao pode fazer nenhuma suposição adicional sobrex0.

3.12. Para usar uma hiṕotese da forma∀xP (x)

Você pode introduzir uma variável livrea e afirmar queP (a) é verdadeiro.

3.13. Para provar uma conclus̃ao da formaP ∧ Q

ProveP eQ separadamente utilizando quaisquer técnicas de prova apresentadas.

3.14. Para usar uma hiṕotese da formaP ∧ Q

Considere-a como duas hipóteses separadas:P eQ.

Exemplo: Suponha queA ⊆ B, e queA eC são disjuntos. Prove queA ⊆ B/C.

Rascunho
Hipóteses Provar
A ⊆ B A ⊆ B/C
A ∩ C = ∅

Analisando a forma lógica da conclus̃ao, pode-se ver que ela tem a forma∀x ·x ∈
A → x ∈ B/C, ent̃ao podemos considerarx como um valor arbit́ario e assumirx ∈ A,
e tentar provar quex ∈ B/C. A nova conclus̃aox ∈ B/C significax ∈ B ∧ x 6∈ C.
Portanto de acordo com nossa estratégia para uma conclusão da formaP∧Q, nós podemos
dividir esta conclus̃ao em duas e prová-las separadamente. Sendo assim, o rascunho terá
a seguinte forma, após utilizar esta estratégia:

Hipóteses Provar
A ⊆ B x ∈ B
A ∩ C = ∅ x 6∈ C
x ∈ A

Sejax arbitŕario
Suponhax ∈ A

[Prova dex ∈ B]
[Prova dex 6∈ C]

Assim,x ∈ B ∧ x 6∈ C, ent̃aox ∈ B/C

Portantox ∈ A→ x ∈ B/C

Como x é arbitŕario, pode-se concluir que∀x · x ∈ A → x ∈ B/C, ent̃ao
A ⊆ B C.



O texto final desta prova, bem como a prova de quex ∈ B e x 6∈ C são deixadas
como exerćıcio9.

A partir das t́ecnicas utilizadas para demonstrar conclusões e utilizar hiṕoteses
paraP → Q eP ∧Q, pode-se desenvolver técnicas paraP ↔ Q, uma vez queP ↔ Q ≡
(P → Q) ∧ (Q→ P ).

3.15. Para provar uma conclus̃ao da formaP ↔ Q

ProveP → Q eQ→ P separadamente.

3.16. Para usar uma hiṕotese da formaP ↔ Q

Trate esta hiṕotese como duas hipóteses separadas:P → Q eQ→ P .

Exemplo: Suponha quex é um ńumero inteiro. Prove quex é par se e somente se
x2 é par.

Rascunho:

Como nossa conclusão é (x é par)↔ (x2 é par), ńos devemos dividir esta prova
em duas conclus̃oes, a saber: (x é par)→ (x2 é par) e (x2 é par)→ (x é par). Para a
primeira conclus̃ao, assume-se quex é par e prova-se quex2 é par:

Hipóteses Provar
x ∈ Z x2 é par
x é par

Escrevendo as definições dex é par ex2 é par em sua forma lógica temos:

Hipóteses Provar
x ∈ Z ∃k ∈ Z · x2 = 2k
∃k ∈ Z · x = 2k

Como a segunda hipótese inicia com o quantificador existencial∃, imediatamente
consideramosk como sendo um inteiro tal quex = 2k. Portanto, agora temos mais duas
hipóteses:

Hipóteses Provar
x ∈ Z ∃k ∈ Z · x2 = 2k
k ∈ Z

x = 2k

Como a conclus̃ao inicia com∃k e k já é uma varíavel livre usada na prova para
representar um ńumero inteiro em particular, nós ñao podemos atribuir um novo valork
para terminar esta demonstração. Todavia, podemos trocark por outra letra, por exemplo
j e reescrever a conclusão de maneira equivalente.

Hipóteses Provar
x ∈ Z ∃j ∈ Z · x2 = 2j
k ∈ Z

x = 2k

Para provar esta conclusão ńos precisamos selecionar um valor paraj que satisfaça

9Dica: A ∩ C = ∅ ≡ ¬∃y · y ∈ A ∧ y ∈ C



a equaç̃aox2 = 2j. Usando a hiṕotesex = 2k, temos que:x2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2).
Portanto parece que a escolha razoável paraj é j = 2k2.

Para provar a segunda conclusão (x2 é par)→ (x é par), ńos iremos provar a
contrapositiva, ou seja, (x não é par)→ (x2 não é par). Mas como todo inteiróe um
número par oúımpar, istoé equivalente a (x é ı́mpar)→ (x2 é ı́mpar).

Hipóteses Provar
x ∈ Z x2 é ı́mpar
x é ı́mpar

Agora escrevemos a definição dex é ı́mpar ex2 é ı́mpar como sentenças lógicas:

Hipóteses Provar
x ∈ Z ∃j ∈ Z · x2 = 2j + 1
∃k ∈ Z · x = 2k + 1

No próximo passo selecionamos um inteirok espećıfico, tal quex = 2k + 1, e o
aplicamos as hiṕoteses:

Hipóteses Provar
x ∈ Z ∃j ∈ Z · x2 = 2j + 1
k ∈ Z

x = 2k + 1

Agora para encerrar a demonstração, devemos encontrar um valorj tal quex2 =
2j + 1. Substuindo parax o valor 2k + 1 temos:x2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 =
2(2k2 + 2k) + 1. A partir deste desenvolvimento algébrico, temos que o valor dej deve
ser igual a2k2 + 2k.

Antes de escrever o formato final da prova, deve-se apresentar alguns comentários.
As duas implicaç̃oes provadas podem ser pensadas como as duas direções (← e→) do
conectivo↔. Estas duas partes da prova são usualmente marcadas com os sı́mbolos← e
→.

Teorema: Suponha quex seja um ńumero inteiro. Ent̃aox é par se e somente se
x2 é par.

Prova:

(→) Suponha quex seja par. Ent̃ao para algum inteirok, x = 2k. Poŕem,x2 =
4k2 = 2(2k2). Como2k2 é um ńumero inteiro,x2 tamb́emé um ńumero inteiro. Assim,
sex é par ent̃aox2 é par.

(←) Esta prova será feita pela contrapositiva. Suponha quex é ı́mpar. Ent̃ao
x = 2k+1 para algum inteiro k. Porém,x2 = (2k+1)2 = 4k2+4k+1 = 2(2k2+2k)+1,
ent̃ao como2k2 + 2k é um inteiro,x2 é ı́mpar. Assim, sex2 é par ent̃aox é par.

3.17. Para usar uma hiṕotese da formaP ∨ Q

Divida sua prova em casos. Para o caso 1, assuma queP é verdadeiro e use este fato para
provar a conclus̃ao. Para o caso 2, assuma queQ é verdadeiro e prove a conclusão usando
este fato.

Rascunho



Antes de usar a estrat́egia: H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0 eC é a conclus̃ao
a ser demonstrada.

Hipóteses Provar
H1 C
...
Hn

P ∨Q

Depois de usar a estrat́egia:

Caso 1:

Hipóteses Provar
H1 C
...
Hn

P

Caso 2:

Hipóteses Provar
H1 C
...
Hn

Q

Forma final da prova:

Caso 1:P é verdadeiro.

[Prova da conclus̃aoC]

Caso 2:Q é verdadeiro.

[Prova da conclus̃aoC]

Exemplo: Suponha queA,B e C são conjuntos. Prove que seA ⊆ C e B ⊆ C
ent̃ao(A ∪B) ⊆ C.

Rascunho

Inicialmente, assumimos como hipóteses queA ⊆ C e B ⊆ C e escrevemos a
conclus̃ao em sua forma lógica.

Hipóteses Provar
A ⊆ C ∀x · x ∈ A ∪B → x ∈ C
B ⊆ C

Para provar a conclusão fazemosx ser um ńumero arbitŕario e supomos quex ∈
A ∪ B e tentamos provar quex ∈ C. Comox ∈ A ∪ B ≡ x ∈ A ∨ x ∈ B ent̃ao o
rascunho fica:

Hipóteses Provar
A ⊆ C x ∈ C
B ⊆ C
x ∈ A ∨ x ∈ B



Neste exemplo, vemos que uma das hipóteses possui a formaP ∨ Q, portanto,
segundo nossa técnica para usar este tipo de hipóteses, devemos dividir esta prova em
casos. Para o primeiro caso, assumimos quex ∈ A e para o segundo quex ∈ B. No
primeiro caso temos o seguinte rascunho:

Hipóteses Provar
A ⊆ C x ∈ C
B ⊆ C
x ∈ A

Desenvolvendo a hiṕoteseA ⊆ C temos que:

Hipóteses Provar
∀x · x ∈ A→ x ∈ C x ∈ C
B ⊆ C
x ∈ A

Usando a estratégia para hiṕoteses da forma∀x · P (x) temos:

Hipóteses Provar
x ∈ A→ x ∈ C x ∈ C
B ⊆ C
x ∈ A

Finalmente, aplicandomodus ponensentrex ∈ A ex ∈ A→ x ∈ C, provamos a
conclus̃ao para este caso.

A demonstraç̃ao para o caso correspondente ax ∈ B é similar a esta demonstração
e seŕa omitida. Seguindo o esquema para escrever o texto de provasque utilizam esta
estrat́egia temos que o texto final será:

Teorema: Suponha queA, B e C são conjuntos quaisquer. SeA ⊆ C e B ⊆ C
ent̃aoA ∪B ⊆ C.

Prova: Suponha queA ⊆ C e B ⊆ C. Sejax um elemento arbitŕario deA ∪ B.
Ent̃ao temos quex ∈ A oux ∈ B.

Caso 1 -x ∈ A: Ent̃ao comoA ⊆ C ex ∈ A segue quex ∈ C.
Caso 2 -x ∈ B: Ent̃ao comoB ⊆ C ex ∈ B segue quex ∈ C.

Como sabemos quex ∈ A ou x ∈ B, e estes casos cobrem todas as possibilidades
posśıveis para este elemento, podemos concluir quex ∈ C. Comox é um elemento
arbitŕario deA ∪B, isto significa queA ∪B ⊆ C.

Note que estes casos na demonstraçãonão são exclusivos. Em outras palavras,é
posśıvel quex ∈ A e quex ∈ B, assim como algum valor dex pertença apenas a um
dos dois conjuntos. O que torna esta demonstração corretáe o fato de cobrirmos todas
as possibilidades parax. Ou seja, os casos devem ser exaustivos, istoé, cobrir todas as
possibilidades; mas estes não necessariamente tem que ser exclusivos.

3.18. Para provar uma conclus̃ao da formaP ∨ Q

Divida sua prova em casos. Em um caso prove queP é verdadeiro, em outro prove que
Q é verdadeiro.

Exemplo: Prove que para todo inteirox, o resto dex
2

4
é 0 ou 1.



Hipóteses Provar
x ∈ Z (x

2

4
tem resto 0)∨ (x

2

4
tem resto 1)

Como a conclus̃ao tem a formaP ∨ Q, podemos usar a estratégia de dividir esta
em dois casos. Porém quais casos usar? Se fizermos uma pequena tabela com alguns
valores parax pode ajudar a desvendar quais casos usar:

x x2 quociente dex
2

4
resto dex

2

4

1 1 0 1
2 4 1 0
3 9 2 1
4 16 4 0
5 25 6 1

Olha śo... Parece que sempre quex é par o resto dex
2

4
é 0 e 1 quandox é ı́mpar.

Portanto, para o caso 1, vamos assumir quex é par e provar que o resto dex
2

4
é 0 e para

o caso 2, assumimos quex é ı́mpar e provamos que o resto dex
2

4
é 1. Para o caso 1, o

rascunho assume a seguinte forma:

Hipóteses Provar
x ∈ Z (x

2

4
tem resto 0)

∃k ∈ Z · (x = 2k)

Imediatamente aplicamos a segunda hipótese escolhendo um valork0 que core-
sponde a um inteiro particular para o qualx = 2k0. Sendo assim:x2 = (2k0)

2 = 4k0
2.

Comox2 = 4k0
2 é evidente que o quociente dex

2

4
ék0

2 e o restóe 0.

A prova para o caso 2́e similar eé deixada como exercı́cio. O texto final da
demonstraç̃ao segue abaixo:

Teorema: Para todo inteirox, o resto dex
2

4
é 0 ou 1.

Prova: Suponha quex é um ńumero inteiro arbitŕario. Considere agora os
seguintes casos:

Caso 1:x é par. Ent̃aox = 2k para algum inteirok, portanto,x2 = 4k2. Clara-
mente o resto dex

2

4
é 0.

Caso 2:x é ı́mpar. Ent̃aox = 2k+1 para algum inteirok, ent̃aox2 = 4k2+4k+1.
Evidentemente, o resto de4k2 + 4k + 1 dividido por 4é 1.

3.19. Para provar uma conclus̃ao da formaP ∨ Q

Evidentemente que seP é verdadeiro, entãoP ∨Q é verdadeiro. Portanto temos que nos
preocupar apenas com o caso em queP é falso e provar que nesta situação,Q deve ser
verdadeiro.

Rascunho

Antes de usar a estrat́egia: H1 . . . Hn são hiṕoteses comn ≥ 0.

Hipóteses Provar
H1 P ∨Q
...
Hn



Depois de usar a estrat́egia:

Hipóteses Provar
H1 Q
...
Hn

¬P

Forma final da prova:

SeP é verdadeiro,́e evidente queP ∨ Q é verdadeiro. Agora suponha queP é
falso.

[Prova de Q]

Assim pode concluir queP ∨Q é verdadeiro.

Esta estrat́egia de demonstração nos diz que para provarP ∨ Q, supomos¬P e
provamosQ. Esta estratégiaé baseada no fato de queP ∨Q ≡ ¬P → Q. Cabe ressaltar
que como o conectivo∨ é comutativo10 podemos supor¬Q e provarP .

3.20. Para usar uma hiṕotese da formaP ∨ Q

Se voĉe possuir¬P em seu conjunto de hipóteses ou voĉe puder provar queP é falso,
ent̃ao voĉe pode usarP ∨ Q para concluir queQ é verdadeiro. De maneira análoga se
você possuir¬Q or puder provar queQ é falso, voĉe podeŕa concluir queP é verdadeiro.

4. Indução Matemática

Até agora, neste texto, foram apresentadas técnicas de provas que podem ser usadas para
demonstrar qualquer tópico da mateḿatica. Nesta seção, seŕa apresentada mais uma
técnica de prova, chamada indução mateḿatica, queé projetada para demonstrar pred-
icados cujo universo de discursoé o conjunto dos ńumeros naturais.

Suponha que você deseja provar que todo número natural tem alguma propriedade
P . Em outras palavras, você deseja mostrar que0, 1, 2, . . . têm a propriedadeP . Claro,
que existem infinitos ńumeros naturais, portanto, você ñao pode verificar um a um com
respeito a propriedadeP . A idéia por tŕas da induç̃ao mateḿaticaé que todo o conjunto
dos ńumeros naturaiśe formado por uḿunico elemento inicial e uma função:

• 0 ∈ N

• n ∈ N→ succ(n) ∈ N. Ondesucc(n) : N→ N esucc(n) = n + 1.

Provar que todo ńumero natural tem uma propriedadeP basta mostrar que esta pro-
priedadée válida para 0, e que, para todo sucessor de um número natural, esta propriedade
é válida.

4.1. Para provar uma conclus̃ao da forma∀n ∈ N · P (n)

Primeiro, prove queP (0) é verdadeiro e então prove∀n ∈ N · P (n) → P (n + 1). A
primeira destas duas provasé usualmente chamada decaso basee a segunda depasso
indutivo.

10isto é: P ∨Q ≡ Q ∨ P .



Forma final da prova:

Caso Base: [Prova de P(0)].

Passo Indutivo: [Prova de∀n ∈ N · P (n)→ P (n + 1)]

Exemplo: Prove que para todon ∈ N, 20 + 21 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 1

Rascunho

Como pode ser facilmente observado, nossa conclusão a ser provada tem a forma
∀n ∈ N · P (n), ondeP (n) é 20 + 21 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 1. De acordo com a
estrat́egia, podemos provar∀n ∈ N · P (n) provandoP (0)∧ ∀n ∈ N · P (n)→ P (n + 1).

Fazendon = 0 e substituindo temos que20 = 21−1 = 20+1−1, que corresponde
a provar queP (0) é verdadeiro.

Para o passo indutivo, devemos provar∀n ∈ N · P (n) → P (n + 1). Para isto,
podemos utilizar todas as técnicas vistas anteriormente. Portanto, para esta parte da
demonstraç̃ao, assumimos quen é um ńumero natural arbitrário e, suponhos queP (n)
é verdadeiro e provamos queP (n+1) é verdadeiro. Em outras palavras, nós iremos fazer
n um ńumero natural arbitrário, supomos que20 + 21 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 1 e
provamos que20 +21 +22 + . . .+2n+1 = 2(n+1)+1−1. Sendo assim, terı́amos o seguinte
rascunho:

Hipóteses Provar
n ∈ N 20 + 21 + 22 + . . . + 2n+1 = 2(n+1)+1 − 1
20 + 21 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 1

Evidentemente a segunda hipótesée similar a conclus̃ao. Seria possı́vel partirmos
da hiṕotese de alguma maneira para chegarmosà conclus̃ao usando operações alǵebricas?
A resposta para istóe sim, e, a chave para istoé perceber que o lado esquerdo da equação
na conclus̃aoé exatamente igual ao lado esquerdo da segunda hipótese com o termo extra
2n+1. Ent̃ao parece que devemos tentar somar2n+1 em ambos os lados da equação da
hipótese.

(20 + 21 + 22 + . . . + 2n) + 2n+1 = 2n+1 − 1 + 2n+1

Reescrevendo o lado direito temos:

(20 + 21 + 22 + . . . + 2n) + 2n+1 = 2 · 2n+1 − 1 = 2(n+1)+1 − 1

Queé exatamente a conclusão! Abaixoé mostrado o texto final da demonstração.

Teorema: Para todon ∈ N, 20 + 21 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 1

Prova: Esta prova usará induç̃ao mateḿatica.

Caso base:Considerandon = 0, temos que20 = 20+1 − 1, como requerido.
Passo indutivo:Sejan um ńumero natural arbitrário e suponha que20 +21 +22 +
. . . + 2n = 2n+1 − 1 ent̃ao:

(20 +21 +22 + . . .+2n)+2n+1 = 2n+1− 1+2n+1 = 2 · 2n+1− 1 = 2(n+1)+1− 1



Aparentemente, esta prova não convence muito, não é mesmo? Porém olhando
com mais atenç̃ao para a estrutura desta prova podemos ficar convencidos de que ela real-
mente funciona. No caso base, nós provamos queP (0) é verdadeiro. No passo indutivo,
provamos que∀n ∈ N · P (n) → P (n + 1) ent̃ao sabemos que para qualquer número
naturaln, P (n) → P (n + 1). Por exemplo, fazendon = 0 nós podemos concluir que
P (0) → P (1), como no caso base provamos queP (0) é verdadeiro, podemos aplicar
modus ponensconcluindo queP (1) tamb́emé verdadeiro. De maneira análoga se fizer-
mosn = 1 obtemosP (1) → P (2) e por conseq̈uência queP (2) é verdadeiro. Contin-
uando desta maneira, somos capazes de ver que aplicando repetidamente o passo indutivo,
provamos queP (n) é verdadeiro para qualquer número natural, ou seja,∀n ∈ N · P (n).

Exemplo: Prove que∀n ∈ N · (n3 − n) mod3 = 0

Rascunho

Como usual, o caso baseé fácil de se demonstrar11. Para o passo indutivo,
consideremosn um ńumero natural arbitrário e supomos que(n3 − n) mod3 = 0. Para
provar que((n + 1)3 − (n + 1)) mod3 = 0 devemos primeiro escrever o significado da
conclus̃ao como uma sentença lógica. Observe que((n + 1)3 − (n + 1)) mod3 = 0 é o
mesmo que dizer que((n + 1)3 − (n + 1)) é um ḿultiplo de 3. Portanto, deve existir um
número naturalj tal que3j = ((n + 1)3 − (n + 1)). Sendo assim, teremos o seguinte
rascunho:

Hipóteses Provar
n ∈ N ∃j ∈ Z · 3j = ((n + 1)3 − (n + 1))
∃k · 3k = (n3 − n)

De acordo com nossas técnicas para utilizar hiṕoteses com o quantificador existen-
cial, selecionamos um valork0 para o qual3k0 = (n3 − n) é verdadeiro. Para completar
esta prova, devemos encontrar um inteiroj, tal que3j = ((n + 1)3 − (n + 1)), que
esteja relacionado comk0 de alguma maneira. Se expandirmos a expressão presente na
conclus̃ao temos que:

(n + 1)3 − (n + 1) = n3 + 3n2 + 3n− n− 1 = (n3 − n) + 3n2 + 3n

Desenvolvendo a expressão, obtemos, em uma parte desta, o valorn3 − n. De
acordo com nossas hipóteses, este valoré igual a3k0.

3k0 + 3n2 + 3n = 3(k0 + n2 + n).

Evidentemente que o valor procurado paraj é j = k0 + n2 + n.

Teorema: Para todo ńumero natural n,(n3 − n) mod3 = 0 .

Prova: Esta prova usará induç̃ao mateḿatica.

Caso base:Sen = 0, ent̃aon3 − n = 0 = 3.0, portanto(n3 − n) mod3 = 0.

11A operaç̃ao mod retorna o resto da divisão entre dois ńumeros inteiros.



Passo Indutivo: Seja n um ńumero natural arbitrário e suponha que(n3 −
n) mod3 = 0. Ent̃ao ńos podemos escolher algum númerok0 tal que3k0 = n3−n
Assim:

(n + 1)3 − (n + 1) = n3 + 3n2 + 3n− n− 1 = (n3 − n) + 3n2 + 3n =

3k0 + 3n2 + 3n = 3(k0 + n2 + n).

Portanto,(n3 − n) mod3 = 0 como requerido.

5. Indução forte

No passo indutivo de uma prova por indução mateḿatica, ńos provamos que um número
natural tem alguma propriedade supondo que estaé válida para seu predecessor. Porém
em alguns casos esta suposição ñao é suficiente. Algumas situações exigem que supon-
hamos que esta propriedade seja válida ñao apenas para um predecessor de um número
natural, mas sim paratodosos seus predecessores. Esta idéia fundamenta o princı́pio de
prova conhecido comoinduç̃ao forte.

5.1. Para provar uma conclus̃ao da forma∀n ∈ N · P (n)

Prove que∀n ∈ N[(∀k < n · P (k)) → P (n)]. Claro que a maneira mais direta de se
provar istoé assumir quen seja um ńumero natural arbitrário, supor que(∀k < n · P (k))
e provarP (n).

Note que nem sempre há necessidade de um caso base em uma prova por indução
forte. Tudo que precisamosé uma variante do passo indutivo no qual provaremos que se
todo ńumerok < n tem uma propriedade, entãon tamb́em a possui.

Exemplo: Prove que todo ńumero inteiron > 1 é primo ou um produto de primos.

Rascunho:

Inicialmente, antes de utilizar indução forte, vamos tentar demonstrar este teo-
rema usando indução comum. Evidentemente que para demonstrar este teorema, usando
induç̃ao comum, devemos considerarn = 2 em nosso caso base. Como 2é um ńumero
primo, temos que o caso baseé verdadeiro. Agora, como de costume, suporemos que este
teorema seja v́alido para um ńumeron arbitŕario e tentaremos provar esta propriedade
para o sucessor deste número. Sendon + 1 um ńumero primo,é evidente que ñao h́a
com o que se preocupar. Porém, quandon + 1 for não um ńumero primo, ent̃ao ele pode
ser escrito da forman + 1 = ab ondea 6= 1, a 6= (n + 1), b 6= 1, b 6= (n + 1). Ao
tentarmos escrever(n + 1) como um produto de dois inteiros diferentes de1 e (n + 1)
pode ser que os fatores obtidos não possuam o termon, o que inviabiliza a utilizaç̃ao de
nossa hiṕotese que esta propriedadeé válida para um ńumero naturaln arbitŕario, uma
vez que, os valores destes fatores podem sermenoresquen. Observe que para demonstrar
este teorema, a técnica de induç̃ao comum parece não possuirpodersuficiente. Veja que
neste exemplo, a suposição de que esta propriedadeé válida para um ńumero naturaln
arbitŕario ñaoé suficiente. Para demonstrar, devemos supor que esta propriedadée válida
para todo ńumero naturalk menor que n, e então provar que esta propriedadeé válida
paran, ou seja, devemos usar indução forte.

Pode-se perceber facilmente que a conclusão a ser provadáe ∀n ∈ N[∀k <
nP (k)] → P (n)] ondeP (n) = n > 1 → n é primo∨ n é um produto de primos.



Utilizando a estrat́egia de induç̃ao forte temos o seguinte rascunho:

Hipóteses Provar
∀n ∈ N[∀k < nP (k)]→ P (n)]

Como de costume, consideramosn ∈ N arbitŕario e supomos∀k < nP (k). Isto
leva ao seguinte rascunho:

Hipóteses Provar
n ∈ N n > 1→ n é primo∨ n é produto de primos
∀k < n k é primo∨ k é produto de primos

Agora, supomosn > 1 e resta provar: ńe primo∨ n é produto de primos.

Hipóteses Provar
n ∈ N n é primo∨ n é produto de primos
∀k < n[ k é primo∨ k é produto de primos]
n > 1

Como nossa conclusão possui a formaP ∨ Q, podemos supor¬P e provarQ.
Sendo assim, vamos adicionar as hipóteses quen não é primo e provar quen deve ser
um produto de primos. Porém dizer que um ńumero ñaoé primo significa que∃a∃b(n =
ab ∧ a < n ∧ b < n). Portanto:

Hipóteses Provar
n ∈ N n é produto de primos
∀k < n[ k é primo∨ k é produto de primos]
n > 1
∃a∃b(n = ab ∧ a < n ∧ b < n)

Imediatamente selecionamos novas variáveisa e b para representar números in-
teiros tais quen = ab ∧ a < n ∧ b < n. Como neste caso, garantimos quea > 1 ∧ b > 1,
temos necessariamente que1 < a, b < n. Pela hiṕotese∀k < n[ k é primo∨ k é pro-
duto de primos], temos quea e b são primos ou produto de primos. Mas comon = ab,
temos quen é um produto de primos, completando a demonstração. Abaixoé mostrado
o resultado final desta demonstração:

Teorema: Todo ńumero inteiro maior que uḿe primo ou um produto de primos.

Prova: Esta prova utilizaŕa induç̃ao forte. Suponhan ∈ N arbitŕario e que para
todo inteirok, se1 < k < n ent̃aok é primo ou um produto de primos. Suponha que
n > 1. Evidentemente que sen é primo nada resta a provar, portanto suponha quen não
seja primo. Ent̃ao devem existir ńumeros inteirosa e b tais quen = ab, a < n e b < n.
Note que sea < n e b < n ent̃ao a > 1 e b > 1. Portanto temos que1 < a < n e
1 < b < n. Como supomos que para todo inteirok < n, k é primo ou um produto de
primos, temos quea e b são primos ou um produto de primos. Uma vez quen = ab,
temos que necessariamenten é um produto de primos.


