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1. Introducao

Matenaticos §0 pessoaséticas. Eles usam muitosatodos, incluindo experimeniag
com exemplos e tentativa e erro para tentar encontrar resuera queses materaticas,
mas eles &o 10 convencidos que esta resposta estreta a menos que eles consigam
prova-la. Antes de iniciar o curso ddatematica Discreta | vocg, com certezaajdeve
ter se deparado com diversas provas materas, poem, é possvel que voé rao tenha
experéncia em escrever provasO objetivo deste text@ mostrar como construir suas
proprias provas.

Pode-se fazer uma analogia do processo de co@stdguma prova, com a mon-
tagem de um quebra-cabecas muito grand &kiste uma regra para montar um quebra-
cabeca grande. Anica regra diz respeito ao resultado: Todas as pecas dmventaixar
para formar a figura do quebra-cabecas corretamente. Oonedepara provas. Em uma
demonstrago, muitas vezes tentamos encaixar pecas gaenas levam a lugar algum...

Apesar de Ao existirem regras de como quebra-cabecas devam sevidesol
algumas &cnicas para resdvlos paracem funcionar melhor que outras. Por exemplo,
geralmente, va& monta um quebra-cabecas preenchendo as bordas primeg@da-
tivamente, preenche o interior deste. Algumas veze<; ypacde tentar encaixar pecas
em lugares incorretos e depois de algum tempo percebeapesa fazendo nenhum
progresso. A medida que as pecas se encaixang percebe que a solag esh mais
probxima, e, aos poucos a figura final comeca a surgir do ematardepecas aparente-
mente sem sentido.

Durante o processo de constiimgde uma prova, muitas vezegcaixamos pecas
nos lugares errados. A medida que encaixamos uma peca arocloigeto, percebemos
gue a solugo final, esh proxima...

Matenaticos formalizam suas respostas a suagdas por meio de urteorema
gue diz que se certas supdses chamaddspotesesio teorema forem verdadeiras, &mt
aconclugio tamkem deve ser. Muitas vezes, asdtgses e a conclée coném varaveis
livres?, e neste caso, fica sub-entendido que estagw&is podem ser quaisquer elemen-
tos do universo de discurso. Uma atritaocde valores particulares a estas aegisé
chamada denstancia do teorema, e para que um teorema seja correto, este deve ser
verdadeiro para todas as iastias podseis, sempre que as liifeses deste toerema
forem verdadeiras. Caso exista algumadansta que faca a conclas ser falsa quando

A partir deste ponto do texto, a palavra provasignificar prova mateatica, a menos que seja especi-
ficado o contario.
2variaveis que Bo esho associadas a nenhuhe V



as hipbteses forem verdadeiras, &otdiz-se que este teorerdancorreto. Esta inshncia
gue invalida um teorem@achamada deontra-exemplo

2. Um primeiro exemplo...

Teorema. Suponhar > 3 ey < 2. Eniox? — 2y > 5.

Este teorem& correto (A demostr@p deste teorema fica como exeia!). As
hipoteses deste teoremacsr > 3 ey < 2, e a concludo é 2> — 2y > 5. Como
uma posbrel instincia para este teorema, pode-se atribuir o valor 5 pard paray.
Evidentemente, estes valores tornam verdadeiras asebigsr > 3 ey < 2, enfo o
teorema nos diz que a concustami@m deve ser verdadeira. Atribuindo estes valores
dex ey na concluéo temos quer? — 2y = 5% — 2.1 = 25 — 2 = 23 e, & evidente que
23 > 5. Observe que estélculondo constitui a prova deste teorema, pois uma prova
deve mostrar que o teorerdaalido para todas as suas iastias.

Considere o mesmo teorema mostrado acima. Se removermas@adumptese,
o teorma ficancorreto:

Teorema Incorreto: Suponhar > 3. Enioz? — 2y > 5.

Para mostrar que um teorema qualg@encorreto, basta encontrar urontra-
exemplo Por exemplo, suponha = 4 ey = 6. Enfio alnica hiptese,z > 3,
verdadeira, mas® — 2y > 5 = 16 — 12 = 4, enfio a conclugoz? — 2y > 5 € falsa.

Sempre que varencontrar um contra-exemplo para um teoremaoevi@ pode
afirmar com certeza que o teoremancorreto, mas anica maneira de saber que o teo-
remaé corretoé provando-o. A prova de um teorerdasimplesmente um argumento
dedutivo em que as hiyeses o as premissas e a conéog a concludo do teorema;
ou seja, 0 primeiro passo para demonstrar um teoewpressar suas lifeses e sua
conclugo utilizando sentencasdicas.

Todas asécnicas de demonsti@g de teoremas apresentadas neste teg@m, s
baseadas na forma&dica da concli&o e de suas higeses. Durante o processo de
demonstrago, deve-se aplicar, sobre as dtgses, equivahcias, regras de infemcia
para que a partir destas, chegue-se a coaoludemonstrando assim a validade do teo-
rema. Apesar dagtnicas de demonsti@g, oferecerem unsaminhg estas &o fun-
cionam como uma receita de bolo, nem sempre, Wonitaé a mais adquada para a
demonstrago de um teorema, e, somente com um pouco de@qmaiem demonstraes
vocé seh capaz de dizer quando un@hicaé mais adequada que outra. &uor existe
a mais importante (na minha op#w...) regra para demonstéacde teoremas, e, edta
mostrada abaixo:

2.1. Uma regra de ouro

Nunca utilize algo em uma demonst@aggue voé rao possa justificar completamente

Isto quer dizer:ndo inventé Apenas utilize regras dedutivas ou equéradias &
apresentadas em sala de aula, e, principalméhte prova deve ser consida passo a
passo ou sejafazer diretomuitas vezes pode levar a erros durante o processo dedateduc
ou dificultar a escrita do texto correspondente a dadiagica.



3. Téecnicas de Demonstra&o

As técnicas de demonsti@g podem ser dividas em: provar uma congtugue possui
uma determinada forma ou utilizar uma tiiese com uma determinada forma. Du-
rante o restante deste texto,@eapresentadasdnicas para provar concfies e utilizar
hipbteses que possuem uma determinada foomiad.

A primeira €cnica apresentada foi mostrada em sala de aulagesonhecida em
textos de mateatica discreta comprova direta

3.1. Para provar uma conclugo que possui a formaP — Q:
Assuma qué’ & verdadeiro e e@db proveq

Exemplo: Suponha que a e I&s nimeros reais. Prove que $e< a < b enfo
2 2
a® <b
Antes de demonstrar este teorema, vamos dividir o processlkeghonstrar um
teorema em duas partes:

e Rascunho: Esta parte utilizada para que vé@crealize as deddes necessias
para a demonstrag deste teorema. O resultado final da demorstrago deve
incluir o rascunho.

e O teorema: Este consiste em um texto em porsgusando algunsrsbolos
maten@ticos que resumem o processo dedutivo realizado no raschste texto
gueé encontrado em livros e representa o resultado final de umardsrago.

Entao para demonstrar este exemplo, vamos considerar primeascunho.
Rascunho
Suponha que a e [@s nimeros reais. Prove que 8e< a < b enfioa? < b?

A partir do texto deste exemplo, pode-se ver faciimente queiea hiptese de
que dispomog quea e b SA0 Mimeros reafs Poiem a conclugo possui a form& — Q,
ondeP é a proposigo0 < a < beQ éa? < b*. Assim rbs comegamos com as seguinte
rascunho:

Hipoteses Provar
a,beR (0<a<b)— (a®> <V?)

De acordo com nossé&dnica de prova, s podemos assumir qie< a < b e
tentar usar essa supaiigpara provar que® < b>. Em outras palavrass tranformare-
mos o problema de provéb < a < b) — (a® < b?) em provare® < »? supondo que
0 < a < b. Assim o rascunho ficaria:

Hipoteses Provar
a,beR (a® < b?)
(0<a<b)

Observando as desigualdades: b e a®> < b? fica claro que devemos multiplicar
ambos os lados da desigualdade b pora ou porb para que figuemos mais@imos de
nosso objetivo. Coma e b s4o positivos (uma vez qué < a < b)), ndo ra a necessidade

3Palavras como suponha e assuma em um texto denotambhsseip que podem ser utilizadas em uma
demonstrago



de inverter a dirego da desigualdade caso multipliquemos ambos os lades<dé por
a ou porb. Multiplicandoa < b pora temos que:®> < ab, € multiplicandou < b por b
temos quexb < b*. Assim temos que® < ab < b?, portantoa® < °.

Teorema: Suponha que a e l&e nimeros reais. Sé < a < b enfioa? < b?

Prova: Suponha qué < a < b. Multiplicando ambos os lados da desigualdade
a < b pelo Mimero positivoe nd6s podemos concluir que < ab, e similarmente mul-
tiplicando porb obtemosab < b%. Assim, temos que’? < ab < b?, e disto segue que
a® < b2. Portanto, s@ < a < benfioa® < .

Como voé& pode ver no exemplo anterior, existe uma diferenca entreiodnio
gue vo@ usa durante uma demonstiage a verdo final desta. Quando matéaticos
escrevem provas, eles usualmente descrevem apenas oS IPaSSEsi0S para justificar
suas conclu@es, sem explicar como eles pensaram Aelddguns destes passos er
sentencas indicando que o problema utiliza uma deterraitéthica de demonstrag;
alguns passos s justificados por regras de inéericia aplicadas as lopeses. Mais
uma vez, con@gm ressaltar, que usualmenggorexiste explicego de como o mateatico
pensou nestes passos. A prova do exemplo anterior inicGarsea fraseSuponha que
0 < a < b, indicando que vae esh adicionando a propo$ig0 < a < b ao seu conjunto
de hipbteses; e, o texto prosegue com umaigegia de infegncias que levam a conchs
a? < b2,

Para manter claro como fica a estrutura de uma demoéastrpgra cada estéggia
apresentada neste texto,&erapresentadas a estruturardscunhoe do texto dgrova
Abaixoé mostrado a estrutura de como realizar um rascunho e esgneaig@rova quando
uma conclugo possui a form® — Q.

3.1.1. Para provar uma conclugo que possui a formaP — Q:

Assuma que B verdadeiro e e@db prove Q
Rascunho

Antes de usar a estigia (H, . .. H,, sao hipteses com > 0. ):

Hipbteses Provar
H1 P — Q
H,

Depois de usar a estegia:

Hipoteses Provar
H,y Q

H,
P

“No rascunho do exemplo anterior, houve a justificativa cetagborqé podamos multiplicar ambos
os lados da desigualdade< b sem alterar sua dir&g, o que Bo ocorre na ve#® final desta prova.



Forma final da prova

SuponhaP.
[Prova deQ)]
Portanto, se&” enfoQ. (P — Q)

Note que a forma sugerida para a prova final mostra apenas ecooeno fim
da prova; os passos aoeiodeveBo ser preenchidos com as iréacias realizadas para
obter-se a conclé®.

Existe um segundo atodo para provar conclass da formaP — (). Como
P — Q= - — —P, pode-se provaP — ( provando-() — —P. Ou seja:
3.2. Para provar uma conclugo que possui a formaP — Q:
Assuma qué) é falso e prove qué é falsa

Cabe ressaltar que, assurgircomo falso significa adicionar() as hipteses e
provar queP é falso, significa provar:P. Abaixoé mostrada a estrutura do rascunho e
da prova final.

Rascunho
Antes de usar a est&gia (H; . . . H,, SAo hipteses com. > 0. ):

Hipoteses Provar
H1 P — Q
H,

Depois de usar a estégfia:

Hipbteses Provar
H, -P

H,
—Q
Forma final da prova

Suponha qué) é falso.
[Prova de—P]
Portanto, s&” en@oQ. (P — Q)

Esta estratgia de provaé chamada dprova pela contrapositivaPara exempli-
ficar 0 seu uso, considere o0 seguinte exemplo:

Exemplo: Suponha que, b e ¢ sA0 rimeros reais e que > b. Prove que se
ac < beenfoc < 0.

Rascunho

Hipoteses Provar
a,b,ce R (ac <bc) — (¢ <0)
a>b



A contrapositiva da conclé®é —(c¢ < 0) — —(ac < be), ou em outras palavras
(¢ > 0) — (ac > bec), enfio pode-se provar esta con@osadicionanddc > 0) as
hipoteses e fazenda: > bc a nova concluo.

Hipbteses Provar
a,b,c e R (ac > be)
a>b
c>0

Agora, ros podemos escrever a primeira eliéima sentenca da prova. De acordo
com a estradgia, a prova deve ter a seguinte forma:

Suponha que > 0.
[Prova deac > bc]
Portanto, sec < bc entoc < 0.

Usando a nova higesec > 0, pode-se ver que a conclgsac > be segue imedi-
atamente multiplicando ambos os lados da desigualdadé por c. Inserindo este passo
entre a primeira éltima sentenca completa a prova.

Teorema: Suponhau, b, c € Rea > b. Seac < bc enfioc < 0.

Prova: Esta prova sérpela contrapositiva. Suponha> 0. Enfio ros podemos
multiplicar ambos os lados de> b por ¢ e concluir quexc > be. Portanto, sec < be
entioc < 0.

3.3. Provas envolvendo neg@gs e condicionais

Usualmenteg mais fcil provar uma proposip positive® que uma negativa, eim &
muitas vezesitil reexpressar uma concks da forma-P antes de praa-la. Ao ines
de usar uma conclés que diz qualgo réo pode ser verdadeirmbserve se vacrescr-
ever esta comalgo que pode ser verdadeftoAssim, nossa primeira estéafia de prova
para concludes da forma- P é:

3.4. Para provar uma conclu§o que possui a forma-P:

Tente reexpressar a conchsem uma forma positiva, usando equératias bgicas
Exemplo: Suponha quel N C' C B e quea € C. Prove quex ¢ A/B

Rascunho
Hipoteses Provar
ANCCB a¢ A/Ba€eC

Como a conclu&o esh em uma forma negativapa iremos reexpregda como
uma sentenca positiva:

a ¢ A/B=-(a € ANa¢ B) (definicdo deA/B)
Mas istoé equivalente & ¢ A V a € B) (pela lei de DeMorgan)
Mas istoé equivalentea € A — a € B.

SIsto &, uma propos#o que &o envolve o conective
Sisto pode ser facilmente feito utilizando equiatias bgicas f vistas.



Reescrevendo a conchms desta maneira temos:

Hipoteses Provar
ANCCB ac€A—a€eB
aecC

Agora podemos provar a conclies utilizando uma estragiia para provar uma
conclugo de formaP — Q.

Hipoteses Provar
ANCCB a€B
a€cC

a€ A

O restante da provasimples. Coma € Aea € C enfoa € AN C, e como,
ANC C B, segue que € B.

Teorema:SuponhaA N C C Bea € C. Enioa ¢ A/B.

Prova: Suponhaz € A. Comoa € C, segue quat € AN C. Mas como
ANC C Beae€ ANC, enfioa € B. Assim rao pode ser verdade qué& um elemento
de A erdodeB,istoé,a ¢ A/B.

Algumas vezesaoé possivel reexpressar uma condoisla forma-P como uma
proposi@o positiva; o que impossibilita utilizar esta estgah de prova. Nestes casos
pode-se tentar construir uma prova pontradig@o, que sea apresentada a seguir.

3.5. Para provar uma conclugo que possui a forma- P:

Assuma queP é verdadeiro e tente obter uma contra@lic Uma vez obtida esta
contradi@o, pode-se afirmar que deve ser falso.

Rascunho
Antes de usar a estigia (H, . . . H,, sao hipteses com > 0. ):

Hipbteses Provar
H, -P

H,

Depois de usar a estegia:
Hipoteses Provar
H, 1
H,

P
Forma final da prova

Suponha qué” & verdadeiro.
[Prova del]
Assim segue qué € falso.

Exemplo: Prove que se” + y = 13 ey # 4 enflox # 3.



Rascunho:

Observe que esta provam possui hipteses e sua concisé da formaP — ()
(tente expressar vécmesmo esta conclas). En&o, utilizando a estragia de prova
direta, temos que:

Hipbteses Provar
r?+y=13 r#3
y 74

Pelo que & foi visto aé agora, a estrutura final da provaéssemelhante a:

Suponha que? + y = 13 ey # 4.
[Prova der # 3]
Assim segue que s€ +y = 13 ey # 4 enflox # 3.

Em outras palavras, a primeiraitima sentenca da prova gséo determinadas,
falta preencher a parte relativa a provar qug 3. Provarz # 3 & 0 mesmo que provar
—(z = 3), como a proposioz = 3 ndo pode ser expressada usando conectogisds,
nao & posével expressar esta conciessem uma forma positiva. Para demonstrar este
teorema, uma sol@p é tentar uma prova por contradig, resultando em:

Hipoteses Provar
2?4y =13 1

y 74

r=3

Novamente, aécnica de prova utilizada sugere como preencher as pagesfa
faltando no texto final da prova:

Suponha que? +y = 13 ey # 4.
Suponha que = 3
[Prova del]
Portantar # 3.
Assim segue que s€ + y = 13 ey # 4 enox # 3.

Recomenda-se que \@termine o rascunho desta prova, quasenitido. Abaixo
€ mostrada a ve@® final do texto desta.

Teorema: Sez? +y =13 ey # 4 enBoxr # 3

Prova: Suponha que? + y = 13 ey # 4. Suponha que = 3. Substituindo este
valor dex na equagoz? + y = 13, obtm-se qué) + y = 13, enfioy = 4. Mas isto
contradiz o fato queg # 4. Portantar # 3. Assim segue que S&€ +y = 13 ey # 4
entoxr # 3.

3.6. Para usar uma hiptese que possui a forma- P:

Se voé esh fazendo uma prova por contra@a; torneP a concludo a ser provada. Se
voceé provarP, enfio a prova estarcompleta, uma vez que contradiz a hiptese-P.

Rascunho

Antes de usar a est&gia (H; . . . H,, SAo hipteses com > 0. ):



Hipbteses Provar
-P 1
H,y
HTL

Depois de usar a estegfia:
Hipoteses Provar

-P P
H,
H,

Forma final da prova

[Prova deP]
Como sabe-se queP, enfo istoé uma contrad#o.

Exemplo: Suponha quel, B e C' sdo conjuntosA/B C C. Prove que se € A/
C enBozx € B.

Pode-se ver que temos como digse qued/B C C' e que nossa conclas é
r € A/C — x € B. Como nossa conclésé da formaP — () temos que:

Hipoteses Provar
A/BCC reB
reA/C

Como estamos utilizando nesta provéertica de demonstrag direta, temos que
a forma final do texto da prova ser

Suponha quel/B C C
[Prova der € B]
Assim, seA/B C C' enBox € B.

Observe que a propo$ig x € B nao pode ser expressa utilizando conectivos
l6gicos, sendo assim, nenhuma damicas vistas ato momento podem ser utilizadas,
exceto a prova por contra@g. Sendo assim:

Hipoteses Provar
A/BCC 1
reA/C
r¢ B
Apbs aplicar aé&cnica da prova por contradig, temos que a estrutura final da
prova sea:

Suponha quel/B C C
Suponhaque ¢ B
[Prova del]
Todaviar € B
Assim, seA/B C C' enBoz € B.



Como estamos fazendo uma prova por contiai nosséltima hipoteseé uma
proposi@o negativa, podemos usar a e€g@é para hipteses da formaP. Infeliz-
mente, esta esté&gia, sugere que tornemoss B como nossa nova conckus, que nos
leva para onde comecamos. Devemos olhar as outtddsips para tentar encontrar uma
contradi@o.

Analizando a hipteser € A/C parece ser a melhorisa. Escrevendo a defif@ig
dex € A/C temos quer € A/C =z € ANz ¢ C. Substituindo isto nas hijeses
temos que:

Hipbteses Provar

A/BCC 1

reA

x g C

r¢ B

Agora sim! Temos uma hgiese da forma P, ondeP = x € (', enfio podemos

aplicar a estr&gia para usar h@geses da forma P fazendox € C nossa concli.
Mostrando que: € C completa a prova porque contradiz adtgser ¢ C. O rascunho,
enfo, ficaria:

Hipoteses Provar
A/BCC xeC
reA

x & C

r ¢ B

Novamente, podemos preencher um pouco mais o esqueletetdaéeprova:

Suponha quel/B C C
Suponhaque ¢ B
[Prova dex € (]
Mas isto contradiz o fato que ¢ C
Todaviar € B
Assim, seA/B C C' enBoz € B.

Finalmente chega-se a um ponto onde a coadsggue facilmente das bigses.
Comox € Aex ¢ B pode-se concluir que € A/B. ComoA/B C Cex € A/B,
segue que: € C'. O texto final deste teorema fica como exei@

Esta estratgia apresentada para usardtgses da forma P € somente aplavel
se estamos fazendo uma prova por cont@mligPara outros tipos de prova, a e&imé
seguinte pode ser usada. Esta nova eégjiae baseada no fato que uma propasic
negativa pode ser escrita como uma positiva, utilizand@msegde equivé&ncia.

3.7. Para usar uma hiptese que possui a forma- P:

Se poskrel reexpresse esta laiese de outra forma utilizando regras de eqéivaia.

Ja foram apresentadas esbgifis para hipteses e conclégs da forma-P, mas
somente foram apresentadas eétyets para conclégs da forma® — (). Agora sedo
apresentadas estegias para utilizar hijteses da form®& — Q.



3.8. Para usar uma hiptese que possui a forma&P — Q:

Se vo& possuirP como hiptese, ou puder provdr, voce pode concluiK), usando a
regra de infegnciamodus ponensDe maneira amloga, se vo& possuir como hiftese
= () voce pode concluir-P, umavez qué® — Q = -Q — —P.

3.9. Para provar uma conclugo da formaVz - P(x)

Assuma quer € um objeto arbitirio e endio proveP(z). A letrax deve corresponder a
uma nova vaavel na prova. Se ja estiver sendo utilizada na prova, @mescolha um
novo nome de vaavely, e proveP(y).

Rascunho
Antes de usar a estigia (H, . .. H,, sao hipteses com > 0. ):

Hipoteses Provar
H, V- P(x)
H,

Depois de usar a estegfia:

Hipbteses Provar
Hl P([E)

H,
Forma final da prova
Sejax arbitrario
[Prova deP(x)]
Comoz é arbitario, pode-se concluir quér - P(z).

Exemplo: Suponha quel, B e C' sejam conjuntos quaisquer e gd¢B C C.
Prove qued/C C B.

Hipoteses Provar
A/BCC A/CCB

Como usual, iniciamos por representar a cor&musomo uma expreds logica:

Hipoteses Provar
A/BCC Ve(x € A/C — x € B)

Como a conclu&o possui a formé&z - P(x), ondeP(z) é(x € A/C — = € B),
iremos introduzir uma nova vavel x na prova para representar um objeto a#bitr e
enfo tentamos provar € A/C — z € B. Note quexr & uma nova vaavel livre na
provd. Para garantir que € um valor arbitario nds riio devemos fazer qualquer outra
SUpOSI@0 a seu respeito. Ag estes passos, o rascunho toma a seguinte forma:

Hipbteses Provar
A/BCC (x€e A/JC — x € B)

"z aparece anteriormente na prova como umaavatiligada, devemos escolhar nomes diferentes para
variaveis livres, uma vez que, varvieis ligadas @0 representam nada em particular



De acordo com nossa esfgia, a prova final deve ser semelhante a:

Sejax arbitrario

[Provade(z € A/C — z € B)]
Comox & arbitério, pode-se concluir quér - (x € A/C — x € B) enfo A/
C C B.

O restante da prova similar ao um exemplo apresentado néaeeg.6. Abaixcé
mostrado o texto final da prova:

Teorema: Suponha quel, B e C' sejam conjuntos e qué/B C C. Entio A/
C CB.

Prova: Sejaz arbitrario. Suponha que € A/C. Isto significa quer € A e
r ¢ C. Suponha que ¢ B. Eniox € A/B, comoA/B C C, z € C. Mas isto
contradiz o fato que ¢ C. Portantar € B. Assim, ser € A/C enioxr € B. Comox
é arbitério, pode-se concluir quér - (xr € A/C — x € B) enio A/C C B.

Note que esta prova mostra que todo elementa g€ & tamt&m um elemento
de B, porem ela &o faz nenhuma reféncia do tipaodos os elementos dé/C. Nesta
prova ros simplesmente pensamos sabrgqueé tratado como uranico elemento del/

C'. Poém no decorrer da provads tomamos o cuidado déa fazer nenhuma supoaig
sobre qual elemento dé&/C, x deve ser. Somente no final da demongt,é feita a
observago de que: € um valor arbitario, e portanto, nossas condes podem se aplicar
a qualquer valor de € A/C'. Estaé a principal vantagem de se provar uma coramuda
formaVvz - P(x), pois, esta estragia permite que véctrate todo um conjunto de objetos
como se fosse umnico, enquanto este objeto for ardnito.

3.10. Para provar uma conclugo da forma3x - P(x)

Tente encontrar um valor depara o qualP(z) & verdadeiro. E@o comece sua prova
comSeja x = o valor que vaecescolhee proveP(z) para este valor de. Novamenteyg
deve ser uma nova vanel livre.

Rascunho

Antes de usar a estigia (H; . .. H,, sao hipteses com > 0. ):

Hipbteses Provar
H, dz - P(x)
H,

Depois de usar a estegia:

Hipoteses Provar
H1 P(.T)

H,
Forma final da prova

Sejax = (0 valor que voeé escolher)
[Prova deP(x)]



Assim,dz - P(x).

Encontrar o valor certo para pode ser dicil em alguns casos. Uma posasl
maneira de encontrar este vabassumir qué’(x) seja verdadeiro e eid obém-se o
valor dex, a partir desta supogig. SeP(x) for uma equago envolvenda;, o processo de
encontrar: resume-se em resolver esta equagarar. CasoP(x) nao seja uma equag,
voce tem total liberdade para utilizar catodo que quiser para descobrir este valor. de
A razao desta liberdade que @o ha a necessidade dspecificar o racioimio utilizado
para obter o valor der no texto final da prova.

Exemplo: Prove que para todaimero real:, sex > 0 enfio existe um amero
realy tal quey(y + 1) = z.

Rascunho

A conclusio a ser provadavz(z > 0 — Jy[y(y + 1) = z|), onde as vaéveisz
ey abrangem quaisquer valores do conjuRtdConforme @ visto, devemos iniciar nossa
prova, assumindo queseja um valor arbifrio e endio tentamos provar qu[y(y+1) =
z]. Assim temos que nosso rascunho possui a féirma

Hipbteses Provar
x>0 yly(y + 1) = z]

Como nossa conclas possui a formayP(y), ondeP(y) = y(y + 1) = z, de
acordo com nossa estegia, devemos tentar achar um valorydque torneP(y) ver-
dadeiro. Comay(y + 1) = = € uma equéip quadatica sobrey, resolvendo-a temos que
Yy = %@ Observe que/1 + 4z & definido uma vez que > 0. Como encontramos
um valor pargy tal que P(y) & verdadeiro, e@b temos quély P(y), concluindo assim a
prova. O esqueleto desta prova juntamente com seu textersegaixo:

Sejax um nimero real arbério.
Suponhar > 0
Sejay = —1EyIti
[Provadey(y + 1) = z]
Assim,3y[y(y + 1) = 2]
Portantar > 0 — Jyly(y + 1) = z].
Desde que: € arbitario, pode-se concluir quér(x > 0 — Jy[y(y + 1) = z]).

TeoremaPara todo imero reak;, sex > 0 enfio existe um imero real, tal que
yly +1) = .

Prova Sejaz um rimero real arbifirio e suponha > 0. Sejay = =+ que
€ um valor definido desde que> 0. Enio:

yly+1) = 1)
(—1i\/1+4x) _ <—1j:\/1+4x+1> B
2 2 N
(—1i\/1+4x) ‘ (—1j:\/1+4x+1> _
2 2 N
1+42—1 _4:6_

8Alguns passosij vistos em sdies anteriores foram omitidos.



Comoz €& arbitério e existe um @mero realy = =1yl Vzlﬂw pode-se concluir que
para todo amero real: > 0 existe um valoy tal quey(y + 1) = x.

3.11. Para usar uma hiptese da formadxz P (x)

Introduza uma nova vavel livre z, na prova para representar um objeto para o qual
P(z,) & verdadeiro. Isto significa que \@®pode assumir quB(z,) é verdadeiro. Note
que usar uma higese da formaz P(x) & muito diferente de provar uma con@ascom

a formadzP(zx), porque quando v@cusa uma hiptese desta forma, véa#o tem que
escolher um valor esp#ico parar. Vocé pode assumir que, € algum objeto para o qual
P(z,) & verdadeiro, mas, véaao pode fazer nenhuma sup@si@adicional sobre,.

3.12. Para usar uma hiptese da formava P (x)

Vocé pode introduzir uma vaavel livrea e afirmar queP(a) & verdadeiro.

3.13. Para provar uma conclugo daformaP A Q

ProveP e () separadamente utilizando quaisqumicas de prova apresentadas.

3.14. Para usar uma hiptese da formaP A Q

Considere-a como duas bifgses separadaB:e ().

Exemplo: Suponha quel C B, e queA e C sao disjuntos. Prove qué C B/C.

Rascunho
Hipoteses Provar
ACB ACB/C
ANC =10

Analisando a formadgica da concluo, pode-se ver que ela tem a forvha x €
A — x € B/C, entio podemos considerarcomo um valor arbério e assumir: € A,
e tentar provar que € B/C. A nova concludox € B/C significaz € BAx ¢ C.
Portanto de acordo com nossa e&tyé para uma conclae da formaPAQ), nds podemos
dividir esta concludo em duas e pr@vlas separadamente. Sendo assim, o rascurdno ter
a seguinte forma, &s utilizar esta estragia:

Hipoteses Provar
ACB reB
ANnC =10 xgC
r€eA

Sejax arbitrario
Suponhar € A
[Prova der € B]
[Provader ¢ C]
Assim,z € BAz ¢ C,enfiox € B/C
Portantor € A — x € B/C
Como z € arbitario, pode-se concluir quér - = € A — x € B/C, enfo
ACBC.



O texto final desta prova, bem como a prova dequeB e x ¢ C sao deixadas
como exertio®.

A partir das écnicas utilizadas para demonstrar conobbsse utilizar hipteses
paraP — (Q e P AQ, pode-se desenvolvednicas pard® < @, umavez qué® <« Q) =

(P— Q)N (Q— P).
3.15. Para provar uma conclugo daforma P < Q

ProveP — () eQ — P separadamente.

3.16. Para usar uma hiptese da formaP < Q
Trate esta hiptese como duas Hipeses separadaB:— ) e () — P.

Exemplo: Suponha que € um rumero inteiro. Prove queé par se e somente se
2? € par.

Rascunho:

Como nossa conclés é (v € par)« (z2 & par), s devemos dividir esta prova
em duas concli®s, a saber:z(é par)— (22 & par) e ¢ & par)— (v & par). Para a
primeira conclugo, assume-se queé par e prova-se qué € par:

Hipoteses Provar
r e 2? @ par
x € par

Escrevendo as defirdes der & par ex? € par em sua formagica temos:

Hipbteses Provar
reZ dk € Z-2? =2k
dkeZ- -x =2k

Como a segunda hippese inicia com o quantificador existenciaimediatamente
consideramog como sendo um inteiro tal que= 2k. Portanto, agora temos mais duas
hipoteses:

Hipoteses Provar

x e kecZ- 2*=2k
ke

x =2k

Como a conclu&o inicia comdk e k jaé uma varvel livre usada na prova para
representar umimmero inteiro em particular,as rio podemos atribuir um novo valér
para terminar esta demonstaa¢ Todavia, podemos trockipor outra letra, por exemplo
j e reescrever a concl@s de maneira equivalente.

Hipoteses Provar

x €L dj€Z-2?=2j
ke

xr =2k

Para provar esta conclus ros precisamos selecionar um valor pacae satisfaca

Dica: ANC=0=-Fy-yc AryeC



a equagoz? = 25. Usando a hipteser = 2k, temos quez? = (2k)* = 4k? = 2(2k?).
Portanto parece que a escolha &l pargj € j = 2k2.
Para provar a segunda cond@os(? & par)— (z & par), s iremos provar a

contrapositiva, ou sejay(nao é par)— (z* ndoé par). Mas como todo inteire um
niimero par oimpar, istoé equivalente au(éimpar)— (22 & impar).

Hipoteses Provar
r e’ x? @impar
x €impar

Agora escrevemos a defidig dex € impar ex? € impar como sentencagdicas:
Hipoteses Provar
r € djeZ-22=2+1
dkeZ- -x=2k+1

No proximo passo selecionamos um inteir@spedico, tal quer = 2k + 1, e 0
aplicamos as hipteses:

Hipbteses Provar

x €L eZ - 2?=2j+1
kel

r=2k+1

Agora para encerrar a demonstiagdevemos encontrar um valptal quez? =
2j + 1. Substuindo para o valor 2k + 1 temos:z? = (2k + 1) = 4k* + 4k + 1 =
2(2k? + 2k) + 1. A partir deste desenvolvimento algrico, temos que o valor dedeve
ser igual &k? + 2k.

Antes de escrever o formato final da prova, deve-se apreségiss comedtrios.
As duas implicages provadas podem ser pensadas como as duadedirec e —) do
conectivo—. Estas duas partes da pro@sisualmente marcadas com oelslos— e
—.

Teorema Suponha que seja um fimero inteiro. Eriox € par se e somente se
22 € par.
Prova:

(—) Suponha que seja par. Er#o para algum inteiré, z = 2k. Poém,z? =
4k* = 2(2k?*). Como2k? & um rumero inteiroz? tamkemeé um rumero inteiro. Assim,
sex & par erdiox? & par.

(«) Esta prova sér feita pela contrapositiva. Suponha qué impar. En&o
x = 2k+1 paraalgum inteiro k. Pém,z? = (2k+1)? = 4k*+4k+1 = 2(2k*+2k) +1,
enfio coma2k? + 2k & um inteiro,z? € impar. Assim, se? & par erdox & par.

3.17. Para usar uma hiptese da formaP Vv Q

Divida sua prova em casos. Para o caso 1, assum®& @ueerdadeiro e use este fato para
provar a conclu®o. Para o caso 2, assuma qué verdadeiro e prove a conciisusando
este fato.

Rascunho



Antes de usar a estraggia: H; ... H, sao hipoteses com > 0 e C' & a conclugdo
a ser demonstrada.

Hipbteses Provar
H, C
H,
PVvVQ
Depois de usar a estragia:

Caso 1:
Hipbteses Provar

H,y C
H,
P

Caso 2:
Hipbteses Provar

H, C

H,

Q
Forma final da prova:
Caso 1.P é verdadeiro.
[Prova da concluo ]
Caso 2:() € verdadeiro.
[Prova da concluo ]

Exemplo: Suponha quel, B e C' sdo conjuntos. Prove que seC CeB C C
enBo(AUB) C C.

Rascunho

Inicialmente, assumimos como bigses quel C C e B C C e escrevemos a
conclusio em sua formadpyica.

Hipbteses Provar
ACC Ve-z € AUB -2z €C
BCC

Para provar a conclés fazemos: ser um fimero arbitario e supomos que €
AU B e tentamos provar que € C. Comoxr € AUB =2z € AVzx € Ben@oo
rascunho fica:

Hipbteses Provar
ACC rel
BCC

r€AVzxeB



Neste exemplo, vemos que uma dasohises possui a form& Vv @, portanto,
segundo noss@tnica para usar este tipo de ttgses, devemos dividir esta prova em
casos. Para o primeiro caso, assumimosgue A e para o segundo quee B. No
primeiro caso temos o seguinte rascunho:

Hipbteses Provar
ACC reC
BCC

reA

Desenvolvendo a higeseA C C' temos que:

Hipbteses Provar
Ve-xeA—zel’ rel
BCC

reA

Usando a estragia para hipteses da formslx - P(x) temos:

Hipbteses Provar
reEA—xel reC
BCC

r €A

Finalmente, aplicandmodus ponensntrex € Aex € A — x € C, provamos a
conclugo para este caso.

A demonstrago para o caso correspondente@ B & similar a esta demonstig
e sed omitida. Seguindo o esquema para escrever o texto de pyoeastilizam esta
estraégia temos que o texto final ser

Teorema: Suponha quel, B e C' sdo conjuntos quaisquer. SeC C'eB C C
enfoAU B C C.

Prova: Suponha quel C C e B C C. Sejar um elemento arbifirio deA U B.
Entao temos que € Aouzx € B.

Caso 1l € A: Entao comoA C C'ex € A segue que € C.
Caso 2 « € B: Entao comoB C C' ex € B segue que < C.

Como sabemos que € A ouz € B, e estes casos cobrem todas as possibilidades
pos$veis para este elemento, podemos concluir gue C'. Comoxz € um elemento
arbitrario deA U B, isto significa queA U B C C.

Note que estes casos na demons&ina@o sao exclusivos. Em outras palavrés,
possvel quer € A e quexr € B, assim como algum valor de pertenca apenas a um
dos dois conjuntos. O que torna esta demonatraprretaé o fato de cobrirmos todas
as possibilidades para Ou seja, os casos devem ser exaustivos,&stmbrir todas as
possibilidades; mas estedonecessariamente tem que ser exclusivos.

3.18. Para provar uma conclugo daforma P VvV Q

Divida sua prova em casos. Em um caso prove ueverdadeiro, em outro prove que
Q & verdadeiro.

Exemplo: Prove que para todo inteirg o resto deﬁ—2 eOoul.



Hipbteses Provar
rel (2 tem resto O)/ (% tem resto 1)

Como a conclu@o tem a forma Vv , podemos usar a estegiia de dividir esta
em dois casos. Pem quais casos usar? Se fizermos uma pequena tabela com alguns
valores para pode ajudar a desvendar quais casos usatr:

x 2% quociente d&; resto det

1 1 0 1
2 4 1 0
3 9 2 1
4 16 4 0
5 25 6 1

Olha $... Parece que sempre qué par o resto dé4z € 0 e 1 quanda éimpar.
Portanto, para 0 caso 1, vamos assumir.géepar e provar que o resto éfa é 0 e para
0 caso 2, assumimos queé impar e provamos que 0 resto q?eé 1. Paraocaso 1, 0
rascunho assume a seguinte forma:

Hipbteses Provar
rel (2 tem resto 0)
keZ- (x=2k)

Imediatamente aplicamos a segundadtege escolhendo um valég que core-
sponde a um inteiro particular para o quak 2k,. Sendo assimz? = (2kg)? = 4k’
Comoz? = 4k,? & evidente que o quociente &eé k,” e o restcé 0.

A prova para o caso 2 similar eé deixada como exei@o. O texto final da
demonstrago segue abaixo:

Teorema: Para todo inteira:, o resto deﬁr2 eOoul.

Prova: Suponha quer € um rumero inteiro arbittrio. Considere agora o0s
seguintes casos:

Caso 1.z € par. Endox = 2k para algum inteird:, portanto,z? = 4k2. Clara-
mente o resto dé& & 0.
Caso 2:x éimpar. Endox = 2k+1 para algum inteird, enflox? = 4k?+4k+1.
Evidentemente, o resto dé&? + 4k + 1 dividido por 4é 1.

3.19. Para provar uma concludo daforma P VvV Q

Evidentemente que de € verdadeiro, e@b P Vv () & verdadeiro. Portanto temos que nos
preocupar apenas com o caso em ¢ue falso e provar que nesta sitéac() deve ser
verdadeiro.

Rascunho
Antes de usar a estraggia: H, ... H, sao hipoteses com > 0.

Hipoteses Provar
H, PVQ

H,



Depois de usar a estragia:

Hipbteses Provar
H, Q

H,
-P
Forma final da prova:

Se P & verdadeirog evidente que” Vv () & verdadeiro. Agora suponha gieé
falso.

[Prova de Q]
Assim pode concluir qu® Vv Q € verdadeiro.

Esta estratgia de demonstrag nos diz que para provat VvV (), supomos-P e
provamosy). Esta estradgiaé baseada no fato de qiev Q = =P — (). Cabe ressaltar
que como o conectivg & comutativé® podemos supor( e provarP.

3.20. Para usar uma hiptese da formaP Vv Q

Se voé& possuir-P em seu conjunto de hiyeeses ou vae puder provar qué’ & falso,
enflo vo& pode usal Vv () para concluir que) é verdadeiro. De maneira @onga se
voce possuir-(Q) or puder provar qué) é falso, voé podea concluir queP € verdadeiro.

4. Inducédo Matematica

Até agora, neste texto, foram apresentadasitas de provas que podem ser usadas para
demonstrar qualquebpico da matertica. Nesta sé&p, sed apresentada mais uma
técnica de prova, chamada indacmateratica, queé projetada para demonstrar pred-
icados cujo universo de discur8a conjunto dosimmeros naturais.

Suponha que vd@xdeseja provar que toda@mero natural tem alguma propriedade
P. Em outras palavras, véaleseja mostrar que 1,2, ... tém a propriedadé’. Claro,
gue existem infinitos imeros naturais, portanto, \@c&ao pode verificar um a um com
respeito a propriedade. A idéia por tas da indugo materaticaé que todo o conjunto
dos numeros naturaié formado por uniinico elemento inicial e uma fug:

e 0cN
e n € N — succ(n) € N. Ondesucc(n) : N — N esuce(n) =n + 1.

Provar que todo imero natural tem uma propriedadiebasta mostrar que esta pro-
priedadee valida para 0, e que, para todo sucessor de iumamo natural, esta propriedade
e \alida.

4.1. Para provar uma conclugo da formavn € N - P(n)

Primeiro, prove que’(0) & verdadeiro e edb proveVn € N - P(n) — P(n+1). A
primeira destas duas provasusualmente chamada daso basee a segunda dpasso
indutivo,

Wjistoe: PV Q=QV P.



Forma final da prova:

Caso Base: [Prova de P(0)].

Passo Indutivo: [Prova dé. € N- P(n) — P(n + 1)]

Exemplo: Prove que paratode € N, 2° + 2! + 22 . 4 2n =27l ]
Rascunho

Como pode ser facilmente observado, nossa coaclaser provada tem a forma
Vn € N- P(n), ondeP(n) €2° + 2! + 22 ... + 2" = 27"l — 1. De acordo com a
estraégia, podemos provafn € N - P(n) provandoP(0) AVn € N- P(n) — P(n+1).

Fazendo: = 0 e substituindo temos q@€ = 2! —1 = 2°F! —1, que corresponde
a provar queP(0) é verdadeiro.

Para o passo indutivo, devemos provarc N - P(n) — P(n + 1). Para isto,
podemos utilizar todas agdnicas vistas anteriormente. Portanto, para esta parte da
demonstrago, assumimos que &€ um rumero natural arbiério e, suponhos qug(n)

é verdadeiro e provamos qéén + 1) & verdadeiro. Em outras palavraésriremos fazer
n um nimero natural arbifirio, supomos que’ + 2t +22 + ... + 27 = 2"l —J e
provamos que’® + 2! +22 4 . 427+l = 2(+)+1 _ 1 Sendo assim, teImos o seguinte
rascunho:

Hipbteses Provar

neN 20420 4224 420t =2t g

20 42l 4224 pon=0ntl 1

Evidentemente a segunda bipsee similar a conclugo. Seria possel partirmos
da hipotese de alguma maneira para chegaranoenclugo usando operaes al@bricas?
A resposta para iste sim, e, a chave para istqperceber que o lado esquerdo da egoag
na concluaoé exatamente igual ao lado esquerdo da segundéelsip com o termo extra
2"+l Enfio parece que devemos tentar soafdr em ambos os lados da eqaacda
hipotese.
(2°+2' + 22+ 2 g 2nth = o0t 1 4 ot

Reescrevendo o lado direito temos:

(204284224 42 42t =g gntl ] — oL

Queé exatamente a conchs! Abaixoé mostrado o texto final da demonstac
Teorema: Paratodor € N, 20 + 28 +22 + . 42" =27l —
Prova: Esta prova usarindu@o materatica.

Caso baseConsideranda = 0, temos que® = 2°*! — 1, como requerido.
Passo indutivo: Sejan um nimero natural arbiério e suponha qu#’ +2! +22 +
...+ 2 =2 — 1 enBo:

(20+21+22+'.‘+2n)+2n+1:2n+l_1+2n+1:2‘2n+1_1:2(n+1)+1_1



Aparentemente, esta provamconvence muito,ao é mesmo? Pém olhando
com mais aterfip para a estrutura desta prova podemos ficar convencidesdgagreal-
mente funciona. No caso basésrprovamos qué(0) & verdadeiro. No passo indutivo,
provamos qué/n € N - P(n) — P(n + 1) eno sabemos que para qualquémero
naturaln, P(n) — P(n + 1). Por exemplo, fazendo = 0 n6s podemos concluir que
P(0) — P(1), como no caso base provamos go@) & verdadeiro, podemos aplicar
modus ponensoncluindo queP(1) tamkemé verdadeiro. De maneira@oga se fizer-
mosn = 1 obtemosP(1) — P(2) e por conseggncia queP(2) é verdadeiro. Contin-
uando desta maneira, somos capazes de ver que aplicantidaey@nte o passo indutivo,
provamos qué’(n) & verdadeiro para qualquetimero natural, ou sejan € N - P(n).

Exemplo: Prove quevn € N - (n® —n) mod3 = 0
Rascunho

Como usual, o caso bagefacil de se demonstrdr Para o passo indutivo,
consideremos um nimero natural arbiério e supomos que:® — n) mod3 = 0. Para
provar que((n + 1)* — (n + 1)) mod3 = 0 devemos primeiro escrever o significado da
conclu§io como uma sentengadica. Observe qugn + 1)3 — (n + 1)) mod3 =0 €& o
mesmo que dizer quén + 1) — (n + 1)) € um nltiplo de 3. Portanto, deve existir um
nimero naturalj tal que3; = ((n + 1)®> — (n + 1)). Sendo assim, teremos o seguinte
rascunho:

Hipoteses Provar
neN 3j€Z-3j=(n+1)>*—(n+1))
Jk - 3k = (n® —n)

De acordo com nossasdnicas para utilizar higeses com o quantificador existen-
cial, selecionamos um valdg para o quaBk, = (n® — n) & verdadeiro. Para completar
esta prova, devemos encontrar um inteirdal que3;j = ((n + 1) — (n + 1)), que
esteja relacionado coiy de alguma maneira. Se expandirmos a expi@gsesente na
conclugo temos que:

n+1)P—m+1)=n"+3n*+3n—-n—1=(n*—-n)+3n’+3n

Desenvolvendo a expre&ss obtemos, em uma parte desta, o vafor- n. De
acordo com nossas liifeses, este val@igual a3k.
3ko + 3n% + 3n = 3(ko +n® + n).

Evidentemente que o valor procurado pa&j = ko + n? + n.
Teorema: Para todo fimero natural nin® — n) mod3 = 0.

Prova: Esta prova usarindu@o matenatica.

Caso base:Sen = 0, enfion® — n = 0 = 3.0, portanto(n® — n) mod3 = 0.

LIA operago mod retorna o resto da digis entre dois @imeros inteiros.



Passo Indutivo: Sejan um nimero natural arbiéirio e suponha quén® —
n) mod3 = 0. Enfio rbs podemos escolher algurimerok, tal que3k, = n®—n
Assim:

n+1)P—m+1)=n"+3n*+3n—n—1=(n"-n)+3n>+3n=

3ko + 3n® + 3n = 3(ko +n* + n).
Portanto(n? — n) mod3 = 0 como requerido.

5. Inducao forte

No passo indutivo de uma prova por indagmatenratica, ros provamos que unimero
natural tem alguma propriedade supondo que @sfdida para seu predecessor. &uar
em alguns casos esta sup@sigho é suficiente. Algumas situaes exigem que supon-
hamos que esta propriedade sejdida rio apenas para um predecessor de Umero
natural, mas sim par@dosos seus predecessores. Estddadundamenta o prifgio de
prova conhecido comimducdo forte

5.1. Para provar uma conclugio da formavn € N . P(n)

Prove quevn € N[(Vk < n - P(k)) — P(n)]. Claro que a maneira mais direta de se
provar istoé assumir que seja um mero natural arbiério, supor quévk < n - P(k))
e provarP(n).

Note que nem sempréimecessidade de um caso base em uma prova po@dindug
forte. Tudo que precisam@uma variante do passo indutivo no qual provaremos que se
todo mumerok < n tem uma propriedade, &dn tamkem a possui.

Exemplo: Prove que todomero inteiron > 1 & primo ou um produto de primos.
Rascunho:

Inicialmente, antes de utilizar indag forte, vamos tentar demonstrar este teo-
rema usando ind@@ comum. Evidentemente que para demonstrar este teorsamaiau
indugdo comum, devemos considerar= 2 em nosso caso base. Comé 2m rumero
primo, temos que o caso baseerdadeiro. Agora, como de costume, suporemos que este
teorema sejaalido para um ameron arbitrario e tentaremos provar esta propriedade
para o sucessor destémero. Senda + 1 um nimero primo,é evidente quedo ra
com o que se preocupar. ar, quanda + 1 for nao um rumero primo, er&o ele pode
ser escrito da forma + 1 = abondea # 1,a # (n+1),b # 1,b # (n+1). Ao
tentarmos escrevérn + 1) como um produto de dois inteiros diferenteslde (n + 1)
pode ser que os fatores obtidd@orpossuam o termo, o que inviabiliza a utilizago de
nossa hiptese que esta propriedaéealida para um amero naturah arbitrario, uma
vez que, os valores destes fatores podemmsgroregjuen. Observe que para demonstrar
este teorema, &¢tnica de indugo comum pareceao possuipodersuficiente. Veja que
neste exemplo, a supoait de que esta propriedadedlida para um amero naturah
arbitrario rdo € suficiente. Para demonstrar, devemos supor que estagutaqe valida
para todo @imero naturak menor que n, e edb provar que esta propriedadealida
paran, ou seja, devemos usar induforte.

Pode-se perceber facilmente que a cor@mua ser provadé Vn € N[Vk <
nP(k)] — P(n)] ondeP(n) = n > 1 — n & primoV n & um produto de primos.



Utilizando a estragia de indugo forte temos o seguinte rascunho:

Hipoteses Provar
Vn € N[Vk < nP(k)] — P(n)]

Como de costume, consideramos N arbitrario e supomo§k < nP(k). Isto
leva ao seguinte rascunho:

Hipbteses Provar
neN n > 1 — néprimoV né produto de primos
Vk < n k & primoV k & produto de primos

Agora, supomos > 1 e resta provar: B primoV n & produto de primos.

Hipoteses Provar

neN né primoV n é produto de primos
Vk < n[k &primoV k & produto de primos]

n>1

Como nossa conclés possui a forma Vv @, podemos supot:P e provar(@.
Sendo assim, vamos adicionar as@t@ses que nao é primo e provar que deve ser
um produto de primos. Pem dizer que umimmero r&oé primo significa quéla3b(n =
ab A a <nAb<mn). Portanto:

Hipoteses Provar

neN n & produto de primos
Vk < n[k & primoV k & produto de primos]

n>1

Jadb(n=abANa<nAb<n)

Imediatamente selecionamos novas &&isa e b para representarumeros in-
teiros tais quer = ab A a < n A b < n. Como neste caso, garantimos que 1 A b > 1,
temos necessariamente quec a,b < n. Pela hipteseVk < n| k & primoV k & pro-
duto de primos], temos quee b SAo primos ou produto de primos. Mas coma= ab,
temos que: € um produto de primos, completando a demonatraédbaixoé mostrado
o resultado final desta demonstia¢

Teorema: Todo rimero inteiro maior que ur@ primo ou um produto de primos.

Prova: Esta prova utilizéax indu@o forte. Suponha € N arbitrario e que para
todo inteirok, sel < k < n enfok & primo ou um produto de primos. Suponha que
n > 1. Evidentemente que $eé primo nada resta a provar, portanto suponharco
seja primo. Er#io devem existir imeros inteiros e b tais quen = ab, a < neb < n.
Note que set < neb < nentoa > 1 eb > 1. Portanto temos que < a < n e
1 < b < n. Como supomos que para todo inteire< n, £ € primo ou um produto de
primos, temos que e b sAo primos ou um produto de primos. Uma vez que- ab,
temos que necessariamenté um produto de primos.



