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1. Introduccién

En la teorfa variacional cldsica (o directa) uno trata de encontrar puntos criticos que
son extremos de un funcional diferenciable J definido en un espacio de Banach o en una
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variedad. Por ejemplo, el problema
(1.1) —Au+ A= f(u), en (),
u =0, en 0f),

puesto en un dominio acotado Q C RY con A > —\;(12), se presta para aplicar minimizacién
en la Variedad de Nehari si f: R — R cumple una cota de crecimiento subcritica, f(0) =

f(0)=0y
(1.2) ts 110

es estrictamente creciente. El ejemplo estandar de ese caso es f(u) = |u[P"2u con p € (2,2%).

No obstante, la condicién (1.2) es un obstdculo fuerte si uno se quiere acercar a las
aplicaciones, asi que en este minicurso trataremos de demostrar teoremas de existencia
sin suponer (1.2). Esa generalizacién impide el uso de minimizacién de J en la variedad
de Nehari para encontrar puntos criticos. Demostremos algunos teoremas minimazx, es
decir, existencia de puntos silla, entre ellos el teorema del paso de montana y un teorema
sobre enlace por simetria. Aquellas técnicas requieren del uso de flujos, los cuales son
sistemas dinamicos continuos inducidos por las soluciones de ciertas ecuaciones ordinarias
en espacios de Banach.

1.1. Notacién

Ponemos R* := (0,00), R{ := [0,00), y, de manera andloga, R~ y R;. En un espacio
métrico X, denotemos para z € X yr >0

B, (z) = B.(; X) :={ye X |d(z,y) <r}, bola abierta,
B, (1) =B, (;X) ={y € X |d(z,y) <r}, bola cerrada,
Sp(x) == Sp(x; X) ={ye X |dz,y) =1}, esfera.

Todos espacios lineales tienen el campo R de escalares. Si E es un espacio normado, E* :=
B(E,R) es el espacio dual de E. Escribimos B, E := B,(0; F) y también simplemente
B, := B, F si no hay duda cual es el espacio F.

2. Sistemas dinamicos continuos en espacios de Hilbert

2.1. Integracién en espacios de Hilbert

2.1 Definicion. Sea A un subconjunto de un espacio normado E.

(a) A es convexo si (1 —t)r+ty € A paratodoz,y € Aytel0,1].
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(b) La envolvente convexa conv(A) es el conjunto de todas combinaciones convexas

¢
E HiQy
i=1

en A, donde ¢ € N, ¥y, =1, u; >0y a; € A.

2.2 Nota. La envolvente convexa de A siempre es un conjunto convexo. Es la interseccién
de todos conjuntos convexos que contienen a A.

2.3 Lema. Sea

l
=1

una combinacion convera de elementos a; € RYN. Entonces a es una combinacion convexa
de a lo mds N + 1 de los a;.

Demostracion. Supongamos que ¢ > N + 1y se cumple (2.1). Por induccién basta mostrar
que a puede ser representada como una combinacién convexa de nada mas ¢ — 1 de los
elementos a;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p; > 0 para i =1,2,... 7.
El niicleo del mapeo lineal

¢ ¢
($1,$2,---7$z) — (g Z;a;, E Iz)
i=1

=1

de R en R xR tiene dimensién positiva, ya que £ > N+1. Luego existe (z1, 22, ..., x¢) # 0
tal que Zle ria; =0y Zle z; = 0. Sea r := méax'_, (|z;]/u;). Entonces r > 0. Sea i tal
que 7 = |z4,|/pi,- Definimos s := sign(z;,)/r, asi que |sz;| < p; para todo i y sz, = fi,-

. . ¢ ¢ .

Definimos v; 1= p; — sx; > 0, asi que a = >, va; y Y . v; = 1, es decir, a es una
combinaciéon convexa de los a; con los pesos ;. Observamos que v;, = 0 y luego que a es
una combinacién convexa de a lo mas ¢ — 1 de los a;. O

2.4 Lema. Sean E un espacio normado, A C E, X C FE finito y ¢ > 0 tales que A C
X + B.. Si ey > ¢, entonces existe Y C E finito tal que conv(A) CY + B, .

Demostracion. Sea x € conv(A). Entonces existen ¢ € N, p; € [0,1] y z; € A para

1 =1,2,... ¢ tales que Zle w=1lyzxz= Zle wix;. Por la hipotesis podemos agarrar
y; € X tales que |x; — y;| < e parai=1,2,..., 0. Se sigue que

¢ ¢
x = Zuiyi + Z/Ll@fl — ;) C conv(X) + B..
i=1 i=1
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Como esto se cumple para cualquier = € conv(A), obtenemos
(2.2) conv(A) C conv(X) + B..

Es claro que conv(X) es compacta porque X es finito. Existe un conjunto finito Y C F
tal que conv(X) CY + B, .. Con (2.2) esto implica

conv(A) Cconv(X)+B.CY+B.,, . +B-CY + B,,.
[

2.5 Proposiciéon. Sean E un espacio de Banach y A C E compacto. Entonces conv(A)
es compacta. Si dim E < 0o, conv(A) es compacta.

Demostracion. Sea € > 0. Como A es compacto, existe un conjunto finito X C F tal que
A C X+ B./;. Por el Lema 2.4 existe Y C E finito tal que conv(A) C Y + B.. Como ¢ era

arbitrariamente chico se muestra facilmente, usando sucesiones, que conv(A) es compacta.

Si dim E' < oo, el Lema 2.3 dice que todos elementos de conv(A) son combinaciones
convexas de dim F + 1 elementos de A. Esta informacién permite demostrar facilmente que
conv(A) es compacta. O

2.6 Lema. Sean E un espacio de Hilbert, K un subconjunto cerrado, convexo y no vacio
de E, y xo € E\K. Entonces existe A € E* tal que

Av > Axg para toda v € K.

Demostracion. Podemos suponer que zy = 0. Por el teorema de aproximacion tnica apli-
cado al punto 0 existe un y sélo un vy € K tal que

(23) o]l = minfo]|

Como 0 ¢ K, vy # 0. Mostremos que
(2.4) (v, v0) > |lvoll? para toda v € K.

Sive K\{w}ytel0,1],

(2.5) lvoll* < (11 = t)v + two[|* = (L = £)*[Jv]|* + ¢(1 — £)(v, vo) + t*]|vo]|*
por la convexidad de K. Pongamos

[

t:= HU

Con este t (2.5) implica (2.4) por un célculo sencillo. Ahora basta definir Ax = (z,vy),
por (2.4) y porque vy # 0. ]
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En un espacio de Hilbert el espacio dual E* separa puntos, es decir, si x,y € E son
elementos distintos, existe A € E* tal que Az # Ay. Este hecho es una consecuencia del
teorema de representacion de Frechet-Riesz, ya que basta agarrar el funcional A relacionado
con el elemento x — y. La importancia de esa nocion es que si Az = 0 para todo A € E*,
entonces r = 0.

2.7 Teorema (Integral de Bochner). Sean E un espacio de Hilbert, a <by f: [a,b] - E
continua. Entonces existe un y soélo un elemento y € E tal que

(2.6) Ay = / Af(s) ds

para todo A € E*. Ese elemento y serd llamado la integral de f sobre [a,b]:

[ 60 =y,

Sia <b,

b
(2.7) ﬁ/ f(s)ds € conv(f|a,b]).

Demostracion. Primero demostremos la unicidad. Sean entonces 1, y, dados con la pro-
piedad (2.6). Eso implica Aly; — y2] = 0 para todo A € E*. Como E* separa puntos de E,
se tiene y; = 1s.

Mostremos la existencia de y. Si a = b, escogemos y = 0. Sia =0y b =1, ponemos

K := conv(f]0,1]).

Por la continuidad de f y por la Proposicion 2.5 K es compacto.
Sea D = {A1,Ay,...,A;} € E* un conjunto finito de funcionales lineales. Denotemos

Kp :={y € K| (2.6) es cierto para todo A € D}
y mostremos que Kp no es vacio. Definimos el mapeo AeB (E,R") por
Az = (Ayz, Aoz, ..., Ap)

y g = A f. Como g es continua, g[0,1] es compacto. La Proposicién 2.5 implica que
L := conv(g[0, 1]) es un conjunto compacto. Definimos

1
2 :—/ gi(s)ds
0

y 2= (21, 20,...,2) € R
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Demostremos que
(2.8) z € L.

Si no fuera cierto, por la convexidad y compacidad de L y por el Lema 2.6 existiria I': R —
R lineal tal que I'x > I'z para todo x € L. Existirian coeficientes ¢; tales que 'z = Zle C;T;

para todo x € R, es decir,
¢ ¢
Z Clgl(t) > Z CiZi
i=1 i=1
para todo t € [0, 1]. Integrar esta desigualdad sobre [0, 1] implicaria
¢ ¢
Z Cizi > Z CiZis
i=1 i=1

una contradiccion. Eso comprueba (2.8).
(2.8) implica la existencia de t; € [0,1] y p; >0, =1,2,...,m, con 37" pu; =1y

2= piglty).
=1

Para m
y =Y pif(t;) € conv(f[0,1])
j=1
obtenemos /NXy = z, es decir, (2.6) se cumple para Ay, Ay, ..., Ay. Eso muestra que Kp no
es vacio.

Consideramos la coleccion
D :={D C E* | D es finito}.
Como Kp, N Kp, = Kp,up, para Dy, Dy € D, lo antes mostrado implica que
(2.9) toda interseccién finita de conjuntos Kp, D € D, es no vacia.

Notemos también que todo Kp es cerrado por la continuidad de los elementos de E*. Si
() &>
DeD

fuera vacia, la coleccion

{K\Kp | D € D}
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seria una cubierta abierta de K. Por la compacidad de K existiria una subcubierta finita
de ella, en contradiccién con (2.9). Eso comprueba que podemos escoger

y e ﬂKDa

DeD

asi que (2.6) se cumple para todo A € E* y (2.7) se cumple.
En el caso general a < b, definimos

/abf(s)ds = (b—a)/olf(aJr(b_a)S)dS.

Es facil comprobar (2.6) se cumple para todo A € E* y (2.7), usando el teorema de
transformacion de variable para la integral en R. O]

2.8 Proposicién. Si E, F son espacios de Hilbert, A € B(E,F) y f: [a,b] — E es

continua, se cumplen
b
/ f(s)ds
a

(2.11) A/abf(s) ds:/abAf(s) ds.

(2.10) | < [Isnas

Yy

Demostracion. Ponemos y = fab f(s)ds. Si y = 0, la primera desigualdad es trivial. Sea
entonces y # 0, y sea A € E* el funcional dado por el teorema de Frechet-Riesz para el
elemento y/||ly||. Se tiene que ||A]| = 1 y luego que |Af(s)| < ||f(s)|| para todo s € [a, b].
Eso implica

||yH=Ay=/ Af(S)dSS/ 1£(s) ds.

La otra identidad es una consecuencia de (2.6) y del hecho que AA € E* para todo
A e F~. O
2.2. Existencia y unicidad para ecuaciones ordinarias

2.9 Lema (El lema de Gronwall). Sea J un intervalo que contiene 0, y sean a, 3 € Ry y
u € C(J) una funcién no negativa. Si

¢

(2.12) ut) <a+p / u(s)ds para toda t € J,
0

entonces

(2.13) u(t) < el para toda t € J.
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Demostracion. Primero sea t > 0. Definimos ¢(t) := Bfot u(s)ds. La desigualdad (2.12)
implica que

(2.14) P(t) = Bu(t) < af + By(1).
Multiplicar esta desigualdad por e da

d

S () = e () — Be (1) < e ap,

Después de una integracién de 0 a ¢t obtenemos, recordando que ¢(0) = 0,
e Po(t) < a(l —e™™),

y luego por (2.12)
ut) < a+ o) < a(l +e —1) = ae™,
es decir, (2.13). La demostraciéon para ¢t < 0 es andloga, cambiando signos donde sea

necesario. 0

Sea E un espacio de Hilbert. Si J es un intervalo abierto y w: J — FE diferenciable, se
tiene u': J — B(R, F). Para t € J escribimos u(t) := «/(t)[1] € E, asi que u: J — E.

Sean f: E — F continua y x € E. Consideremos el problema de Cauchy (la ecuacion
diferencial ordinaria con valor inicial)

(215) { a(t) = f(u(t))

Nos encargaremos de contestar la pregunta ;Existe un intervalo J que contiene 0 y un
mapeo diferenciable u: J — E tal que u es una solucién de (2.15)7

2.10 Lema. Si J es un intervalo con 0 € J yu: J — E es continua, u es una solucion
de (2.15) en J si y sdlo si

(2.16) u(t) =a+ /t f(u(s))ds para todo t € J.

Demostracion. Basta usar (2.6) y el teorema fundamental del calculo. ]

2.11 Lema (Unicidad local). Sea f localmente Lipschitz continua. Si Jy y Jo son intervalos
abiertos tales que 0 € Jy N Jy, y si u; es una solucion de (2.15) en J;, i = 1,2, entonces
U = Uy en J; N Jo.
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Demostracion. Sea I C J; N Jo un intervalo compacto tal que 0 € I. Por continuidad de
u el conjunto K := wuy(l) Uuy(l) es compacto. Por consiguiente, existe M > 0 tal que
If(y) = f)| < M|y — z|| siy,z € K. Se sigue que

s (£) — ua(t)]] < / 1 (wa(s)) — Flun(s))] ds < M / s (s) — uas)]| s

para todo t € I. Luego el Lema de Gronwall, Lema 2.9, implica que ||ui(t) — us(t)|| = 0
para todo t € I. O

2.12 Lema (Existencia local). Sea f localmente Lipschitz continua. Para todo x € E existe
e > 0 tal que (2.15) tiene una solucion en [—e,e].

Demostracién. Escogemos R > 0 tal que f es Lipschitz continua en Bg(z) con constante
L. Sean M := sup,c5,»|lf(W)lr vy € == min{R/M,1/(2L)}. Poniendo J := [—¢,¢] con-
sideramos el espacio de Banach F' := C(J, FE) con |u||r := maxe||u(t)||z. Definimos el
operador K := F — F por

K(u)(t) :::U—i—/o f(u(s))ds

y mostremos que K tiene un punto fijo, es decir, una solucién de (2.15) por el Lema 2.10.
Consideramos = como el mapeo constante, un elemento de F. Si uw € B := Bgr(x; F) y
tel,

g
1K (u)(t) = zllp < /0 If(u(s)llzds < eM < R,

es decir, | K (u) — z||r < Ry luego u € B. Si uy,uy € B, entonces

It
1)) = KOl < [ 17 (9) = Fua(s))leds
< Ll — wllr < 3llus el

es decir, ||K(u1) — K(ug)|lp < ||lus — uz||rp/2. Estos dos hechos muestran que K es una
contracciéon en B. Por el teorema de punto fijo de Banach existe un punto fijo de K en
B. O

2.13 Teorema (Existencia y unicidad). Sea f localmente Lipschitz continua. Para todo
x € E existen T (), T (z) € (0,00] tales que para Z(x) := (=T~ (x),T"(x)) existe una y
s6lo una solucion u de (2.15) en Z(z), y ella no puede ser extendida a tiempos mds largos.
Si||f(u(t))|| queda acotada uniformemente para t € [0,TT(x)), entonces TT(x) = oo. Un
enunciado andlogo es cierto para tiempos negativos.
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Demostracion. Por el Lema 2.12
T*(z) := sup{T > 0| existe una solucién de (2.15) en [0, 7]}

es positiva.

Mostremos la unicidad de la solucién en todo [0, 7" (z)). Sean u, us dos soluciones de
(2.15) en [0,7"(x)). El conjunto U C [0, T (z)) donde coinciden u; y usy es relativamente
abierto por la unicidad local de soluciones, y es relativamente cerrado por la continuidad
de uy y ug. En seguida, U = [0,T"(x)).

Si T (x) < 0oy si u fuera extensible continuamente a [0, 7" (z)], entonces existirfa una

solucion v del problema
{ 8(t) = f(u(0))

v(0) = u(T"(x))

en un intervalo (—¢,¢). Es facil ver, usando el Lema 2.10, que en ese caso el mapeo

w(t) i {u(t) t €0, T (x)]
v(t = T*()) te (I (z), T*(z) +e)

seria una solucién en [0,7F(x) + ), en contradiccién con la definicién de T (x). Eso
muestra que u no es extensible a 7% (z). El mismo argumento aplica para T~ ().

Supongamos ahora que existe M > 0 tal que | f(u(t))|| < M para toda t € I =
[0, T (x)). Tenemos para ti,ty € I, t1 < ta, que

[u(ts) = ulta)] < /t I f (sl ds < Mt — 1],

asi que u es globalmente Lipschitz continua en I. Si T (x) < oo fuera cierto, un ejercicio
sencillo de andlisis mostrarfa que u tendria una extensién Lipschitz continua a I. Como
antes obtendriamos una contradiccién con la definicién de T (). Eso muestra que T (x) =
oo si f queda acotada a lo largo de la semidrbita positiva (7). El mismo argumento aplica
para tiempos negativos. ]

2.14 Proposicion. Si ademdas de ser localmente Lipschitz continua [ es linealmente aco-
tada en la situacion del Teorema 2.13, es decir,

- /)l

Ssu < 0
ven 1+ [l =

entonces Z(x) = R para toda x € E.

Demostracion. Supongamos que existe C' > 0 tal que

(2.18) I f(2)|| < C(1+ ||z]]) para toda = € E.

10
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Si T (z) < oo fuera cierto para algin x € E,

lu@)] < HwH+/O I1f (u(s)ll ds < \|xH+CT+($)+C/O [[u(s)|| ds

para todo t € I := [0,7"(x)). El lema de Gronwall, Lema 2.9, implicaria que ||u(t)||
quedaria acotada en I. Otra vez aplicando (2.18) obtendriamos que f quedaria acotada a
lo largo de la solucion u(t) para t € [0, 77 (x)). Pero el Teorema 2.13 dirfa en esta situacién
que T (z) = co. jContradiccién! El mismo argumento aplica para T~ (z). ]

2.3. Propiedades del flujo

Sean E un espacio de Hilbert y f: E — E localmente Lipschitz continua. Definimos
D:={(t,x) eRx E|teZ(x)}

y denotemos por o(t,x) el elemento u(t), donde (¢t,z) € D y u es la solucién de (2.15). El
mapeo o es el flujo (local) inducido por f. Si f es linealmente acotada, D = R x E por el
Teorema 2.13 y o se llama un flujo global.

Como en la demostracion del Teorema 2.13 se muestra que si (s,z), (s + t,z) € D,
entonces (t,0(s,x)) € Dy

(2.19) o(t,o(s,z)) =o(t+s,x).
Se tiene que
(2.20) 0(0,2) =x para todo z € E.

2.15 Teorema. El dominio D de tal flujo o es abierto y o es un mapeo localmente Lipschitz
continuo. Ademds, las funciones T y T~ son inferiormente semicontinuas.

Demostracion. Fijemos (t*,2*) € D tal que t* > 0. El caso de t* < 0 se puede tratar de
manera analoga. También fijemos ¢ € (t*, T+ (z*)) y pongamos J := [0,¢]. Todo y € K :=
o(J, x*) tiene una vecindad abierta y acotada tal que la restriccion de f a ella es Lipschitz
continua. Cubramos el conjunto compacto K con un nimero finito de tales vecindades
abiertas y denotemos por U su unién, un conjunto abierto y acotado. Resulta que f es
uniformemente Lipschitz continua en U. Existen L, M > 0 tales que

(2.21) f@Il<L v |[fl@)-flsM
Sit>0y (t,x;) €D son tales que o([0,t],2;) C U, i = 1,2, entonces por el Lema 2.10

|z — yl| para todo z,y € U.

lo(t, 21) = a(t, z2)]| < [lzy — o] +/0 1f(o(s,21)) = flo(s, 22)) || ds

¢
< |lwr — xo|| + M/ lo(s,z1) — o(s, xs)]| ds.
0

11
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El lema de Gronwall implica que en ese caso
(2.22) lo(t, x1) — o(t, zo)|| < eM||zy — 24|

Denotemos
p

p = dist(K, E\U) > 0 Yo e oo

Mostremos que
(2.23) THx)>t 'y o(J,z)CU  paraz € B.(z").

Fijemos x € B.(2*) C U. Si existiera t € JNZ(x) tal que o(t,z) € OU y o([0,t),z) C U,
tendriamos por (2.22)

p < llo(t.z) = ot x| < eMla — a7 < M = £,

una contradiccion. Entonces no existe tal £ y hemos mostrado
(2.24) o(JNZ(x),z) CU.

Si T (x) > t no fuera cierto, (2.24) implicarfa o([0,T%(z)),z) C U, es decir, f(u(t))
quedarfa acotado para t € [0,T7(z)), por (2.21). Pero el Teorema 2.13 dirfa en ese caso
que TT(x) = oo, una contradiccién. Por consiguiente, T+ (z) > ¢ sf es cierto, y (2.23) se
sigue de (2.24).

La ecuacién (2.23) implica que J x B.(x*) es una vecindad de (t*,z*) en {(t,x) € D |
t > 0}. Para cualquier t € J y z,y € B:(z") (2.22) y (2.23) implican

(2.25) lo(t,x) = a(t,y)ll < e™[lz = yll,

es decir, o es uniformemente Lipschitz continua en el segundo argumento en J x B.(z*).
Para cualquier t; <1, t1,t3 € J, x € B:(z"), tenemos por (2.21) y (2.23)

lo(te, x) = o(ty, )] < / f(o(s, 2 ds < Mlta — t1,

es decir, o es uniformemente Lipschitz continua en el primer argumento en J x B.(z*).
Es muy facil juntar estos hechos para mostrar que luego o es uniformemente Lipschitz
continua respecto a ambos argumentos en J x B(z*).

Por como escogimos ¢ la ecuacién (2.23) implica que T es inferiormente semicontinua
en x*. Argumentos analogos aplican al caso t* < 0y para T—. Es facil ver que estos hechos
implican que existe una vecindad de (t*, *) en F que estd incluida en D. Como (t*,z*) € D
era arbitrario, D es abierto, es decir, demostramos todos los enunciados del teorema. [J

2.16 Proposicion. Sea f: E — E localmente Lipschitz continua y linealmente acotada
(c.f. (2.17)). Entonces el flujo o generado por f es global, y o(t,-) es un homeomorfismo
de E para todo t € R.

Demostracion. Que el flujo es global es una consecuencia de la Proposicién 2.14. Las ecua-
ciones (2.19) y (2.20) dicen que o(—t,-) es la inversa continua de o(t,-) en E. O

12
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3. El teorema del paso de montaiia

En esta seccion cambiamos la notacion para adaptarla a las notas de Moénica. Sean E
un espacio de Hilbert y J: E — R una funciéon dos veces continuamente diferenciable.
Mostraremos un teorema minimax general, es decir, sobre existencia de puntos criticos de
J que no son extremos si no puntos silla.

3.1 Teorema (Teorema de deformacion). Sean ¢ € R y e > 0. Supdngase que
(3.1) (T+ JulD|VI(u)]| > 2e para toda u € J '[e — 2¢, ¢ + 2¢].
Entonces existe n € C(E, E) tal que

(1) n(u) = u para todo u € E\J ‘[c — 2¢,c + 2¢|;

(1) n(JeH) C Jee.
Demostracion. Ponemos

A=FE\J Yc—2e,c+2), B:=J'ce—¢c+e

y definimos p: E — [0, 1] por

() = dist(u, A)
A8 = dist(u, A) + dist(u, B)

Se tiene que A y B son cerrados y AN B = &. Luego dist(u, A) + dist(u, B) # 0 en E.
Como la funcién que mide la distancia de un punto a un conjunto es Lipschitz continua, p
es localmente Lipschitz continua. Ademas, p=0en Ay p=1en B. Sea y: £ — E dado
por

0 u € A,

X(u) == (W) V.J(u)
VI (u)]]?
Dado que J estd en C%*(E), VJ es un mapeo localmente Lipschitz continuo. Ademds,

VJ(u) # 0 en E\A por (3.1). Estos hechos implican que x es localmente Lipschitz continua.
Usando (3.1) vemos que x es linealmente acotada:

u € E\A.

@Il _ 1
LTl = T Tl VTG

1
<
— 2e

para toda u € E\ A. La misma desigualdad es trivialmente cierta para u € A.
Sea o el flujo global inducido por el campo vectorial y segun el Teorema 2.15 y la
Proposicién 2.16. Sea n := o(2¢, ). Como x = 0 en A, todas soluciones con valores iniciales

13
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en A son constantes, por la unicidad de soluciones. Eso implica (1). Para mostrar (I1)
calculamos con la regla de la cadena:

(3.2) C J(o(t,m) = (VI(o(t,0)), X(o () = —p(o(t,1)) <0,

Por consiguiente, ¢t — J(o(t,u)) es decreciente para todo u € FE.
Seau € J '[c—e,c+e]. Sino fuera cierto J(n(u)) < c¢— ¢, por la monotonia tendriamos

(3.3) c—e<J(o(t,u)) <c+e,

es decir, o(t,u) € B, para toda t € [0,2¢]. Como p = 1 en B, ese hecho implicaria junto
con (3.2)

2e d
J(n(u)) = J(u) +/ aJ(a(t,u))dt =J(u) =2 <c—e,
0
en contradiccién con (3.3). Hemos mostrado (11). O

3.2 Definicién. Sean ¢ € Ry (u,) C E. (u,) es una sucesion de Cerami en c, en corto
una sucesion (C),, si

J(up) = ¢ y (14 [lunDIVJ (un)|| = 0 cuando n — oo.

El funcional J cumple la condicion (C), si toda sucesion (C), tiene una subsucesion con-
vergente. J cumple la condicion (C) si J cumple (C), para todo ¢ € R.

3.3 Nota. Toda sucesion (C), es una sucesién (PS),, asi que la condicién (PS), es una
condiciéon més demandante que (C)..

3.4 Teorema (Teorema del paso de la montana). Sean r > 0 y ug € E tales que ||ug|| > r

(]
(3.4) b= fnf [J(w)ll > J(0) = J(uo).
Denotemos

I':={y € C([0,1], E) [ v(0) = 0, 7(1) = uo}
(

— fnf méx J(~(t
¢:= nf max (v(t))

Si J satisface la condicion (C),, ¢ es un nivel critico de J.
Demostracion. Primero mostremos que oo > ¢ > b. Sea v € I'. El mapeo g: [0,1] — R,
g(t) :== ||7(t)]| es continuo y satisface g(0) = 0 y ¢g(1) > r. Por el teorema del valor

intermedio existe to € [0,1] tal que ||v(to)|| = r, es decir, y(ty) € S.E. Por lo tanto
00 > méaxse(o,1) J(Y(t)) > by luego oo > ¢ > b.

14
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Si existiera € > 0 tal que
(3.5) (1+ [[ul)]|VJ(u)|| > 2¢  para toda u € J [c — 2¢,c+ 2],

tendrfamos un n € C(E, E) tal que n(u) = u para todo u € E\J ¢ — 2e,¢c + 2¢] y
n(Jete) C J¢, por el Teorema 3.1. Podriamos suponer que ¢ es tan chico que c—2¢ > J(0),
va que ¢ > b > J(0). Por la definicién de ¢ existirfa v € T tal que v[0,1] C J¢**. Como
0,up € E\J '[c —2¢,¢+ 2¢], no~y €. Pero (no~)[0,1]) C J°¢, en contradiccién con la
definicién de c. Entonces no existe € > 0 tal que (3.5) se cumple.

Supongamos que J satisfaga la condicién (C),. Por lo que acabamos de demostrar, existen
elementos u,, € E tales que J(u,) € [c —1/n,c+ 1/n]y (1 + ||Jun|])[|V I (un)|| < 1/n. En
consecuencia, (u,) es una sucesién (C), y tiene una subsucesién convergente a un u* € E.
Pasando a esa subsucesion, tenemos en particular que VJ(u,) — 0, asi que VJ(u*) =0
por la continuidad de VJ. Por la continuidad de J tenemos J(u*) = c. Eso concluye la
demostracion. ]

4. Aplicaciones a ecuaciones elipticas semilineales

Sean 2 C RY un dominio acotado. Pongamos 2* := cosi N = 1,2 y 2* := 2N/(N —2) si
N > 3. 2" es el exponente critico de Sobolev. Consideramos una funciéon f con las siguientes
propiedades generales:

(H1) f € C'R,R);
(H2) f(0) = f(0) = 0;
(H3) existen p € (2,2*) y C > 0 tales que |f(¢)| < C(1 + [t|P7!) para toda t € R.

Estamos interesados en demostrar existencia de una soluciéon del problema eliptico

(4.1) { —Au+ M= f(u), en €,

u =0, en 012,
donde A > =X\ (Q2) v A () es el primer valor propio de —A en € con condiciones de

Dirichlet en la frontera.
Para describir la formulacién variacional de ese problema, sea E := H}(f2) el espacio de

Hilbert con la norma 1/2
e = ([ o+ 2a)
Q

F(t) = /Otf(s) ds

Denotemos

15
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parat € Ry
wwwzéﬂM@Mx

para u € E. Entonces W es dos veces continuamente diferenciable, y se tiene

V()= [ e, V@l = [ P

Las soluciones débiles de (4.1) son precisamente los puntos criticos del funcional

T() = 3l — (o).

Observemos que 0 es un punto critico de J por (H2).
Pedimos la condiciéon de Ambrosetti-Rabinowitz:

(H4) Existen p > 2y R > 0 tales que tf(t) > pF(t) > 0 para toda t € R con |t| > R.
Ella implica que

(42) L) — pF () > —C

para toda t € R, con una constante C' > 0. Ademas, resulta que

(4.3) F(t) > Cy|t]" — Cs.

4.1 Teorema. Bajo las condiciones (H1)—(H4) el problema (4.1) tiene una solucién no
trivial.

Demostracion. Primero demostremos que J cumple (C). Sea (u,) una sucesiéon (C), para
algin ¢ € R. Eso implica que

n||* — ¥ (up )t = J' ()i, = 0(1).

Resulta para n grande que

2 p
1 1 9
==-—-—- 1

16
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Como p > 2, (uy,) es acotada. Podemos representar ¥’ de la siguiente manera:
E— 1%t o B

Por el teorema de Rellich ¥ manda conjuntos acotados a conjuntos con cerradura com-
pacta. Despues de pasar a una subsucesién podemos suponer que (VW(u,)) converge en
E. En consecuencia,

U, = VJ(uy) + VY (uy,)

converge. Eso demuestra (C).,.
Como ¥”(0) = 0, J se comporta esencialmente como |[ul|?/2 cerca de 0. Existe r > 0
chico tal que inf|,=, J(u) > 0. Agarramos cualquier vy € £\{0}. Para ¢ > 0 tenemos

1
J(tvo) S 5”1)0“%52 — C’llvo\ﬁt“ + CQ’Q’ — —0Q

cuando t — oo. Escogemos ty > 0 suficientemente grande tal que wug := tovg cumple
J(up) <0y [Jugl| > r.
Hemos mostrado que J cumple todos los requisitos del Teorema 3.4. O
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