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Capítulo 1

Introducción

Muchos fenómenos de la física, la ingeniería, la biología, la medicina, las �nanzas,
etc. se modelan mediante una ecuación diferencial, y muchos de estos modelos tienen
una formulación variacional, es decir, las soluciones de la ecuación diferencial son los
puntos críticos de un funcional, dado por una integral, en un espacio adecuado de
funciones. Dicha integral representa alguna energía, una acción, una función de costo,
etc.
Los problemas variacionales aparecen también en muchas áreas importantes de las

matemáticas, por ejemplo, en la geometría riemanniana, donde las geodésicas resultan
ser puntos críticos de un funcional de energía o donde problemas importantes, como
el problema de Yamabe o el problema de la curvatura escalar prescrita, tienen una
formulación variacional.
Para que el modelo en cuestión tenga sentido, lo primero es demostrar que tiene

al menos una solución. Durante mucho tiempo se identi�có al modelo con el fenómeno
físico al que describía, y el hecho de que en la naturaleza existiese una distribución
de equilibrio para algún problema físico se tomaba como evidencia su�ciente para la
existencia de un mínimo de la integral variacional asociada; consulta por ejemplo [24,
p.232]. Hacia �nales del siglo XIX Weierstrass mostró un ejemplo de un problema
variacional que no admite una solución mínima [50]. Te lo proponemos aquí como
ejercicio.

Ejercicio 1.1 Sean C1[�1; 1] el espacio de las funciones reales continuamente diferen-
ciables en el intervalo [�1; 1]; V := fu 2 C1[�1; 1] : u(1) = 1; u(�1) = �1g y

J(u) :=

Z 1

�1
jxu0(x)j2 dx:
1



2 1. INTRODUCCIÓN

(a) Prueba que ��nffJ(u) : u 2 V g = 0: (Sugerencia: Considera las funciones

u"(x) :=
arctan

�
x
"

�
arctan

�
1
"

� ; " > 0:

Prueba que pertenecen a V y que J(u")! 0 cuando "! 0:)
(b) Prueba que J no alcanza su mínimo en V:

El primer objetivo del cálculo de variaciones consiste en demostrar que el problema
variacional tiene al menos una solución. Interesa también estudiar si la solución es única
o si existen muchas de ellas; decir algo acerca de su forma: si son funciones positivas,
si cambian de signo, si tienen simetrías, etc. y acerca de su estabilidad, es decir, si se
conservan bajo cambios pequeños de los datos del problema.
El punto de partida de los métodos variacionales es el principio de Dirichlet que

establece que la solución del problema�
��u+ u = f en 
;

u = g sobre @
;

en un dominio acotado 
 de RN es el mínimo de una integral - la integral de energía -
en un cierto espacio de funciones. En este caso - si los datos del problema son su�cien-
temente suaves - la solución existe y es única.
Si el problema es no lineal, por ejemplo,�

��u = u3 en 
;
u = 0 sobre @
;

la situación cambia drásticamente. La existencia o no de soluciones para este problema,
y el número de éstas, dependen del dominio. Si 
 � RN es un dominio acotado y N = 3
este problema tiene una in�nidad de soluciones. En cambio, si N = 4 y 
 es convexo,
este problema no tiene más que la solución trivial.
Las soluciones de este problema son todos los puntos críticos - no son únicamente

los mínimos - de un cierto funcional de�nido sobre una variedad de dimensión in�nita.
Alrededor del 1930 Lusternik y Schnirelmann mostraron que la complejidad topológica
de una variedad tiene un efecto en el número de puntos críticos de cualquier función
de�nida sobre ella. Este hecho fundamental ha jugado, y continúa jugando, un papel
importantísimo en Matemáticas.
En estas notas estudiaremos los problemas arriba mencionados y otros problemas

interesantes, y presentaremos una introducción a los métodos variacionales que se usan
para abordar este tipo de problemas. Afortunadamente existe excelente literatura donde
puedes aprender mucho más sobre este tema, por ejemplo, los libros [2, 18, 33, 49, 51].
Una lectura deliciosa es el libro de Hildebrand y Tromba [29], apto para ser disfru-

tado por todo público, no sólo por matemáticos.



Capítulo 2

El principio de Dirichlet

En este capítulo estudiaremos la existencia de soluciones del problema�
��u+ u = f en 
;

u = g sobre @
;

donde 
 es un dominio en RN , @
 denota a su frontera, f; g : 
 ! R son funciones
dadas.
Un dominio es un subconjunto abierto y conexo de RN : � es el operador de

Laplace o laplaciano de�nido como

�u :=
NP
i=1

@2u

@x2i
:

2.1. Preliminares

Empezaremos introduciendo los conceptos y resultados que usaremos para abordar
este problema.

2.1.1. Integración por partes


 denotará siempre a un dominio en RN : Para k � 0 denotaremos por

Ck(
) al conjunto de funciones continuas 
! R que son k-veces continuamente
diferenciables en 
,

Ck(
) al conjunto de funciones continuas 
 ! R que son k-veces continuamente
diferenciables en 
 y cada una de sus derivadas parciales de orden � k tiene una
extensión continua a la cerradura de 
;

3



4 2. EL PRINCIPIO DE DIRICHLET

C1(
) := \1k=1Ck(
); C1(
) := \1k=1Ck(
);

Ckc (
) := f' 2 Ck(
) : sop(') es compactog; donde

sop(') := fx 2 
 : '(x) 6= 0g

es el soporte de '; 0 � k � 1:

Recordemos los siguientes resultados clásicos del cálculo.

Proposición 2.1 (a) Fórmula de Gauss. Si ' 2 C1c (
); entoncesZ



@'

@xi
= 0 8i = 1; :::; N:

(b) Integración por partes. Si f 2 C1(
); ' 2 C1c (
); entoncesZ



@f

@xi
'+

Z



f
@'

@xi
= 0 8i = 1; :::; N:

(c) Fórmula de Green. Si f 2 C2(
); ' 2 C1c (
); entoncesZ



(�f)'+

Z



rf � r' = 0:

Demostración: (a): Denotemos también por ' a la extensión de ' que vale 0 fuera
de 
: Entonces ' 2 C1c (RN) y sop(') � [�r; r]N para algún r > 0: Para simpli�car la
notación, supongamos que i = 1: El teorema fundamental del cálculo asegura queZ r

�r

@'(x)

@x1
dx1 = '(r; x2; : : : ; xN)� '(�r; x2; : : : ; xN) = 0.

En consecuencia, Z



@'

@x1
=

Z r

�r
� � �
Z r

�r

@'(x)

@x1
dx1 � � � dxN = 0:

Esto demuestra la a�rmación (a). La a�rmación (b) se obtiene aplicando (a) al producto
f': La a�rmación (c) se obtiene aplicando (b) a las funciones @f

@xi
y '; y sumando las

identidades obtenidas para i = 1; : : : ; N:
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2.1.2. Los espacios de Lebesgue

Consideramos la medida de Lebesgue en RN e identi�camos a dos funciones si co-
inciden casi dondequiera (es decir, excepto en un subconjunto de medida cero de su
dominio). Si p 2 [1;1) de�nimos

Lp(
) := ff : 
! R : f es medible y jf jp es integrable en 
g

y denotamos por

jf jp :=
�Z




jf jp
�1=p

o por jf jLp(
) :=
�Z




jf jp
�1=p

(2.1)

a la norma en el espacio Lp(
):

De�nición 2.2 Un espacio vectorial normado (sobre R) que es completo con la métrica
dada por su norma se llama un espacio de Banach.

La demostración de los siguientes resultados se encuentra, por ejemplo, en [11, 14,
32].

Teorema 2.3 Lp(
) con la norma j�jp es un espacio de Banach.

Proposición 2.4 (Desigualdad de Hölder) Sean p; q 2 (1;1) tales que 1
p
+ 1

q
= 1.

Si f 2 Lp(
) y g 2 Lq(
); entonces fg 2 L1(
) y

jfgj1 � jf jp jgjq :

Ejercicio 2.5 Prueba que, si 
 es acotado y 1 < p < r <1, entonces Lr(
) � Lp(
)
y

jf jp � j
j
(r�p)=rp jf jr 8f 2 Lr(
);

donde j
j :=
R


1 es la medida de Lebesgue de 
 en RN :

Ejercicio 2.6 (Desigualdad de interpolación) Sean 1 � p < s < r � 1: Prueba
que, si f 2 Lp(
) \ Lr(
); entonces f 2 Ls(
) y se cumple que

jf js � jf j
1��
p jf j�r , (2.2)

donde � 2 (0; 1) satisface que 1
s
= 1��

p
+ �

r
si r <1 y � := 1� p

s
si r =1:
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2.1.3. El teorema de representación de Fréchet-Riesz

De�nición 2.7 Un espacio vectorial H (sobre R) con un producto escalar h�; �i ; que es
completo respecto a la norma inducida

kuk :=
p
hu; ui;

se llama un espacio de Hilbert.

Observa que la norma j�j2 del espacio L2(
) está inducida por el producto escalar

hu; viL2(
) :=
Z



uv:

En consecuencia, L2(
) es un espacio de Hilbert.
Si V es un subespacio vectorial de H; el espacio ortogonal a V en H se de�ne

como
V ? := fw 2 H : hv; wi = 0 8v 2 V g :

Nota que V �
�
V ?�? : En general no es cierto que V = �V ?�? ; como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejercicio 2.8 Prueba que el espacio ortogonal a C0c (
) en L2(
) es f0g: (Sugerencia:
Recuerda que C0c (
) es denso en L2(
):) Concluye que C0c (
) 6=

�
C0c (
)?

�?
:

Sin embargo, se cumple lo siguiente.

Proposición 2.9 Si V es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H entonces
V =

�
V ?�? :

Demostración: Consulta por ejemplo [14, 32].

Ejercicio 2.10 Prueba que, para cada u0 2 H; la función Tu0 : H ! R dada por

Tu0(v) := hu0; vi

es lineal y continua. (Sugerencia: Usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz.)

El siguiente resultado clásico del análisis funcional a�rma que éstas son todas las
funciones lineales y continuas de H en R.
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Teorema 2.11 (de representación de Fréchet-Riesz) SiH es un espacio de Hilbert
y T : H ! R es lineal y continua, entonces existe un único u0 2 H tal que

T (v) = hu0; vi 8v 2 H: (2.3)

Demostración: Sea V := kerT: Como T es continua, V es un subespacio vectorial
cerrado de H. Si V = H; entonces T = 0 y u0 = 0 cumple (2.3). Si V 6= H; La
Proposición 2.9 asegura que V ? 6= f0g: Escojemos w0 2 V ? tal que kw0k = 1 y
de�nimos

u0 := (Tw0)w0:

Es un ejercicio sencillo demostrar que u0 satisface las a�rmaciones del teorema. Lo
enunciamos a continuación.

Ejercicio 2.12 Demuestra que el elemento u0 que acabamos de de�nir es el único
elemento de H tal que T (v) = hu0; vi para todo v 2 H:
El vector u0 del Teorema 2.11 satisface la siguiente propiedad de minimización.

Proposición 2.13 (Principio de Dirichlet) Sea T : H ! R lineal y continua. En-
tonces u0 2 H satisface

T (v) = hu0; vi 8v 2 H;
si y sólo si u0 es un mínimo del funcional J : H ! R dado por

J(v) :=
1

2
kvk2 � Tv:

Demostración: Si T (v) = hu0; vi para todo v 2 H; entonces
J(v) = J(u0 + (v � u0))

=
1

2
ku0k2 + hu0; v � u0i+

1

2
kv � u0k2 � T (u0)� T (v � u0)

= J(u0) +
1

2
kv � u0k2 � J(u0)

para todo v 2 H: Por tanto u0 es un mínimo de J:
Inversamente, supongamos que u0 es un mínimo de J: Entonces, para cada v 2 H; la
función Jv : R! R;

Jv(t) := J(u0 + tv) =
1

2
ku0k2 � T (u0) + [hu0; vi � T (v)] t+

1

2
kvk2 t2

tiene un mínimo en 0: En consecuencia,

0 = J 0v(0) = hu0; vi � T (v):

Es decir, hu0; vi = Tv para todo v 2 H:
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2.2. Espacios de Sobolev

2.2.1. Motivación

Sea f 2 C0(
). Queremos averiguar si existe una función u 2 C2(
) que cumpla lo
siguiente: �

��u+ u = f en 
;
u = 0 sobre @
:

(2.4)

Observa que, si u satisface ��u+u = f , multiplicando esta ecuación por ' 2 C1c (
)
e integrando, obtenemos que

�
Z



(�u)'+

Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
):

Aplicando la fórmula de Green (Proposición 2.1) a la primera integral concluimos queZ



ru � r'+
Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
): (2.5)

Podemos entonces empezar investigando si existe una función u que satisfaga esta igual-
dad.
Denotemos al lado izquierdo de la igualdad por

hu; 'i1 :=
Z



ru � r'+
Z



u': (2.6)

Es sencillo comprobar que éste es un producto escalar en C1c (
): El lado derecho,

T' :=

Z



f';

es una función lineal en ': Además, la desigualdad de Hölder (Proposición 2.4) para
p = q = 2 asegura que

jT'j � jf j2 j'j2 � jf j2 k'k1 (2.7)

donde

k'k1 :=
�Z




jr'j2 +
Z



'2
�1=2

(2.8)

es la norma inducida por el producto escalar (2.6). De la desigualdad (2.7) se sigue que
T : C1c (
)! R es continua.
Si C1c (
) con el producto escalar (2.6) fuese un espacio de Hilbert, el teorema de

representación de Fréchet-Riesz nos daría la existencia de una función u satisfaciendo
(2.5). Desafortunadamente no lo es.
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Ejercicio 2.14 Da un ejemplo de una sucesión de funciones 'k 2 C1c (�1; 1) que sea
de Cauchy respecto a la norma

k'k1 :=

sZ 1

�1
('0)2 +

Z 1

�1
'2

y que no converja a una función en C1[�1; 1] según esta norma.

2.2.2. Derivadas débiles

Vamos a construir un espacio de Hilbert H1
0 (
) que contiene a C1c (
) como sube-

spacio denso. Empezaremos introduciendo una noción de derivada que extiende a la de
derivada parcial.
Denotamos por

L1loc(
) := fu : 
! R : u j!2 L1(!) 8 abierto acotado ! con ! � 
g;

donde u j! denota la restricción de u a !:

Ejercicio 2.15 Prueba que Lp(
) � L1loc(
) para todo p 2 [1;1): (Sugerencia: Usa el
Ejercicio 2.5.)

La fórmula de integración por partes motiva el siguiente concepto.

De�nición 2.16 Sea u 2 L1loc(
). Decimos que u es débilmente diferenciable en 

si existen v1; :::; vN 2 L1loc(
) tales queZ




u
@'

@xi
+

Z



vi' = 0 8' 2 C1c (
) (2.9)

para cada i = 1; � � � ; N: La (¡única!) función vi que cumple (2.9) se llama la i-ésima
derivada débil de u en 
 y se denota

Diu := vi:

El gradiente débil de u en 
 es la función 
 ! RN cuyas componentes son las
derivadas débiles. Se denota por

ru := (D1u;D2u; � � � ; DNu):

La a�rmación del siguiente ejercicio es consecuencia inmediata de la Proposición
2.1.
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Ejercicio 2.17 Prueba que, si u 2 C1(
); entonces u es débilmente diferenciable en 

y

Diu =
@u

@xi
8i = 1; � � � ; N:

No todas las funciones débilmente diferenciables son diferenciables, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejercicio 2.18 Sea u : (�1; 1)! R la función u(x) = jxj: Prueba que u es débilmente
diferenciable en (�1; 1) y que su derivada débil es la función

v(x) =

�
1 x 2 (0; 1);

�1 x 2 (�1; 0]:
El ejemplo siguiente muestra que hay funciones que no son débilmente diferenciables.

Ejercicio 2.19 Prueba que la función v del ejercicio anterior no es débilmente difer-
enciable en (�1; 1):

Ejercicio 2.20 Prueba que la derivada débil es lineal, es decir, si u; v 2 L1loc(
) son
débilmente diferenciables y �; � 2 R, entonces �u+ �v es débilmente diferenciable y

Di(�u+ �v) = �Diu+ �Div 8i = 1; :::; N:

Ejercicio 2.21 Prueba que, si u 2 L1loc(
) es débilmente diferenciable en 
 y 
0 � 
,
entonces u j
0 es débilmente diferenciable en 
0 y

Di(u j
0) = (Diu) j
0 :

Consulta, por ejemplo, [11, 14, 23, 32], para una discusión más detallada sobre las
derivadas débiles y sobre los espacios de Sobolev, que de�niremos a continuación.

2.2.3. Espacios de Sobolev

De�nición 2.22 El espacio de Sobolev H1(
) se de�ne como sigue:

H1(
) := fu 2 L2(
) : u es débilmente diferenciable y Di(u) 2 L2(
) 8i = 1; : : : ; Ng:
Si u; v 2 H1(
); de�nimos el producto escalar en H1(
) como

hu; vi1 :=
Z



uv +
NX
i=1

Z



(Diu)(Div) =

Z



uv +

Z



ru � rv; (2.10)

donde ru es el gradiente débil de u: La norma inducida por este producto escalar es

kuk1 :=
 Z




u2 +
NX
i=1

Z



(Diu)
2

!1=2
=

�Z



u2 +

Z



jruj2
�1=2

: (2.11)
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Dado que C1c (
) � L2(
); el Ejercicio 2.17 asegura que C1c (
) � H1(
) y el
producto escalar (2.10) coincide con el de�nido (2.6). Veamos que H1(
) sí es completo.

Teorema 2.23 H1(
) es un espacio de Hilbert.

Demostración: Sea (un) enH1(
) una sucesión de Cauchy respecto a la norma k�k1 :
Entonces las sucesiones (un) y (Diun) son de Cauchy en L2(
) para toda i = 1; :::; N:
Como L2(
) es completo, un ! u y Diun ! vi en L2(
): Sea ' 2 C1c (
): Usando la
continuidad del producto escalar en L2(
) se tiene queZ




u
@'

@xi
+

Z



vi' = l��m
n!1

Z



un
@'

@xi
+ l��m
n!1

Z



(Diun)'

= l��m
n!1

�Z



un
@'

@xi
+

Z



(Diun)'

�
= 0;

es decir, u es débilmente diferenciable y vi = Diu; para cada i = 1; :::; N: Por tanto,
u 2 H1(
): Además

l��m
n!1

kun � uk21 = l��m
n!1

Z



jun � uj2 +
NX
i=1

l��m
n!1

Z



jDiun �Diuj2 = 0:

En consecuencia, H1(
) es completo con la norma k�k1 :

La función u del Ejercicio 2.18 pertenece aH1(�1; 1): Ello muestra que las funciones
de H1(
) no necesariamente se anulan sobre @
; de modo que este espacio no es el
adecuado para tratar el problema (2.4). Conviene considerar el siguiente subespacio.

De�nición 2.24 El espacio de Sobolev H1
0 (
) se de�ne como la cerradura de C1c (
)

en H1(
).

H1
0 (
) resulta ser completo por ser un subespacio cerrado de un espacio completo.

Es decir, H1
0 (
) es un espacio de Hilbert. En el caso particular en el que 
 = RN se

tiene que H1
0 (RN) = H1(RN): Sin embargo H1

0 (
) no coincide en general con H
1(
):

Una propiedad importante de las funciones en H1
0 (
) es que su extensión trivial a

RN es débilmente diferenciable en RN ; más precisamente, se cumple lo siguiente.

Ejercicio 2.25 Prueba que, si u 2 H1
0 (
); la función

u(x) :=

�
u(x) si x 2 

0 si x 2 RN r 


pertenece a H1(RN) y se cumple que Di(u) = Diu para i = 1; :::; N:
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Observación 2.26 El ejercicio anterior nos permite considerar aH1
0 (
) como un sube-

spacio de H1(RN): En adelante denotaremos a u simplemente por u.

Ejercicio 2.27 Prueba que la función u del Ejercicio 2.18 no pertenece a H1
0 (�1; 1).

Ejercicio 2.28 Prueba que, si u 2 H1(RN) y ' 2 C1c (
); entonces u' 2 H1
0 (
) y

Di(u') = (Diu)'+ u
@'

@xi
8i = 1; :::; N:

Intuitivamente podríamos pensar aH1
0 (
) como el espacio de las funciones deH

1(
)
que se anulan sobre la frontera de 
: Esta a�rmación carece de sentido ya que los
elementos de H1(
) son clases de equivalencia de funciones que coinciden c.d. en 

y @
 tiene medida 0. Sin embargo, esta a�rmación hace sentido para funciones en
H1
0 (
) \ C0(
) y resulta cierta si 
 es su�cientemente suave.

De�nición 2.29 Se dice que 
 es de clase Ck si, para cada x0 2 @
; existe una
vecindad abierta U de x0 en RN y un difeomor�smo # : BN�1

1 (0) � (�1; 1) ! U de
clase Ck tal que #(0; 0) = x0;

#(BN�1
1 (0)� (0; 1)) = U \ 
 y #(BN�1

1 (0)� f0g) = U \ @
:

donde BN�1
1 (0) := fy 2 RN�1 : jyj < 1g es la bola unitaria en RN�1:

Ω

θ

Teorema 2.30 Si 
 es de clase C1 y u 2 H1
0 (
) \ C0(
); entonces u(x) = 0 para todo

x 2 @
:

Demostración: Consulta por ejemplo [11, 14].

Concluimos la sección con dos a�rmaciones que usaremos más adelante y que te
proponemos como ejercicio.
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Ejercicio 2.31 Prueba que, si u 2 H1
0 (
); entonces juj 2 H1

0 (
) y

(Di juj) (x) =

8<:
Diu(x) si u(x) � 0
0 si u(x) = 0
�Diu(x) si u(x) � 0

(Sugerencia: Considera las funciones �"(t) = (t2 + "2)1=2 � ", " > 0; y prueba que
�" � u 2 H1

0 (
): Después aplica el teorema de convergencia dominada de Lebesgue).

Dada u : 
! R de�nimos

u+ := m�axfu; 0g 2 H1
0 (
); u� := m��nfu; 0g 2 H1

0 (
):

Ejercicio 2.32 Prueba que, si u 2 H1
0 (
); entonces u

+; u� 2 H1
0 (
) y sus derivadas

débiles son�
Diu

+
�
(x) =

�
Diu(x) si u(x) � 0
0 si u(x) � 0 ;

�
Diu

�� (x) = � Diu(x) si u(x) � 0
0 si u(x) � 0 :

(Sugerencia: Observa que u+ = 1
2
(u+ juj) y u� = 1

2
(u� juj)).

2.3. Problemas elípticos con condición sobre la fron-
tera

Dedicaremos esta sección al estudio de algunos problemas elípticos que satisfacen
una condición prescrita sobre la frontera de 
:

2.3.1. Un problema de Dirichlet homogéneo

Volvamos al problema (2.4): Dada una función f : 
! R, nos preguntamos si existe
una función u : 
! R que satisfaga�

��u+ u = f en 
;
u = 0 sobre @
:

(2.12)

La condición u = 0 sobre @
 recibe el nombre de condición de Dirichlet homogénea.

De�nición 2.33 Una función u 2 C2(
) que satisface (2.12) se llama una solución
clásica de (2.12).

Observa que, si existe una solución clásica de (2.12), entonces forzosamente f 2
C0(
): En la subsección 2.2.1 probamos lo siguiente:
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Proposición 2.34 Si u 2 C2(
) satisface ��u+ u = f; entoncesZ



ru � r'+
Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
):

Este resultado motiva la siguiente de�nición.

De�nición 2.35 Una función u 2 H1
0 (
) que satisfaceZ




ru � r'+
Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
) (2.13)

se llama una solución débil de (2.12).

Observa que el lado izquierdo de la igualdad (2.13) es el producto escalar

hu; vi1 :=
Z



ru � rv +
Z



uv

en el espacio de Sobolev H1(
): La existencia de una solución débil es consecuencia del
teorema de representación de Fréchet-Riesz.

Teorema 2.36 (Existencia y unicidad de la solución débil) Para cada f 2 L2(
)
existe una única solución débil u 2 H1

0 (
) del problema (2.12). Más aún, u es el único
mínimo de la función J : H1

0 (
)! R dada por

J(v) :=
1

2
kvk21 �

Z



fv:

A esta última a�rmación se le conoce como el principio de Dirichlet.

Demostración: Fijemos f 2 L2(
) y consideremos la función T : H1
0 (
)! R dada

por

Tv :=

Z



fv:

Esta función es claramente lineal. Observa que jvj2 � kvk1 para todo v 2 H1
0 (
): Por

tanto, usando la desigualdad de Hölder obtenemos

jTvj � jf j2 jvj2 � jf j2 kvk1 8v 2 H1
0 (
);

lo que implica que T es continua enH1
0 (
): Por el teorema de representación de Fréchet-

Riesz existe un único u 2 H1
0 (
) tal que

hu; vi1 = Tv 8v 2 H1
0 (
):

Esto prueba que, u es una solución débil de (2.12). Por la Proposición 2.13, u es el único
mínimo de J:
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Proposición 2.37 Si 
 es de clase C1; f 2 L2(
)\C0(
) y la solución débil u 2 H1
0 (
)

del problema (2.12) satisface u 2 C2(
), entonces u es solución clásica de (2.12).

Demostración: Si u 2 H1
0 (
) \ C2(
) es la solución débil de (2.12), aplicando la

fórmula de Green (Proposición 2.1) obtenemos queZ



(��u+ u� f)' =

Z



ru � r'+
Z



u'�
Z



f' = 0 8' 2 C1c (
):

En consecuencia, ��u+u�f = 0 c.d. en 
: Como ��u+u�f es continua, concluimos
que

��u+ u = f en 
:

Por otra parte, el Teorema 2.30 asegura que u(x) = 0 para todo x 2 @
: Esto prueba
que u es una solución clásica de (2.12).

Así pues, si 
 es de clase C1 y f 2 L2(
) \ C0(
); basta comprobar que la solución
débil pertenece a C2(
) para poder a�rmar la existencia de una solución clásica del
problema (2.12). Esto no es un asunto sencillo, ya que no conocemos a la solución débil;
sólo sabemos que existe. Afortunadamente existen criterios que aseguran la regularidad
de la solución débil en términos de la regularidad de los datos del problema. El más
sencillo es el siguiente.

Teorema 2.38 (de regularidad) Si 
 es acotado y de clase C1, f 2 C1(
); y u 2
H1
0 (
) es la solución débil del problema (2.12), entonces u 2 C1(
).

Demostración: Consulta, por ejemplo, [23].

Como consecuencia inmediata de este teorema y de la Proposición 2.37 obtenemos
la existencia de una única solución clásica.

Teorema 2.39 (Existencia de la solución clásica) Si 
 es acotado y de clase C1
y f 2 C1(
); entonces el problema (2.12) tiene una única solución clásica u 2 C1(
).

Hay teoremas de regularidad mucho más �nos, que permiten obtener la existencia
de la solución clásica bajo hipótesis más débiles. Una referencia muy completa para este
tipo de resultados es el libro de Gilbarg y Trudinger [28]. Aquí no nos ocuparemos de
ellos. Nos concentraremos únicamente en demostrar la existencia de soluciones débiles.
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2.3.2. Un problema de Dirichlet no homogéneo

Sean f; g : 
! R. Buscamos una función u : 
! R que satisfaga�
��u+ u = f en 
;

u = g sobre @
:
(2.14)

La condición u = g sobre @
 recibe el nombre de condición de Dirichlet no ho-
mogénea.

De�nición 2.40 Una función u 2 C2(
) que satisface (2.14) se llama una solución
clásica de (2.14).

Como en el caso anterior, consideraremos primero soluciones débiles. El Teorema
2.30 sugiere buscar soluciones en el espacio afín

Ag := fu 2 H1(
) : u� g 2 H1
0 (
)g:

De�nición 2.41 Una función u 2 Ag que satisfaceZ



ru � r'+
Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
) (2.15)

se llama una solución débil de (2.14).

Teorema 2.42 (Existencia y unicidad de la solución débil) Para cada f 2 L2(
)
y g 2 H1(
) existe una única solución débil u 2 Ag del problema (2.14). Más aún, u es
el único mínimo de la función J : Ag ! R dada por

J(v) :=
1

2
kvk21 �

Z



fv:

A esta última a�rmación se le conoce como el principio de Dirichlet.

Proponemos la demostración de este teorema como ejercicio.

Ejercicio 2.43 (a) Prueba que, si g 2 H1(
) y f 2 L2(
); el problema (2.14) tiene
una única solución débil. (Sugerencia: Prueba que u 2 Ag satisface (2.15) si y sólo si
v := u� g 2 H1

0 (
) satisfaceZ



rv � r'+
Z



v' = �
Z



rg � r'�
Z



g'+

Z



f' 8' 2 C1c (
);

y aplica el teorema de representación de Fréchet-Riesz.)
(b) Prueba que u 2 Ag es una solución débil de (2.14) si y sólo si u es un mínimo de
la función J : Ag ! R dada por

J(w) :=
1

2
kwk21 �

Z



fw:
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Nuevamente, si los datos del problema y la solución débil son su�cientemente regu-
lares, entonces ésta es una solución clásica.

Ejercicio 2.44 Prueba que, si 
 es de clase C1; f 2 L2(
)\C0(
); g 2 H1(
)\C0(
) y
la solución débil u 2 Ag del problema (2.14) satisface u 2 C2(
), entonces u es solución
clásica de (2.14).

2.4. El principio del máximo

Si u 2 C2[a; b] es tal que u(a) = u(b) = 0 y u00(t) � 0 para todo t 2 (a; b); entonces
u(t) � 0 para todo t 2 (a; b): Si además u(t0) = 0 para algún t0 2 (a; b); entonces u = 0
en (a; b):

0.5

1

Veremos a continuación que este tipo de resultados son válidos también en dimensión
N � 1:

Teorema 2.45 Sea u 2 H1
0 (
) una solución débil del problema (2.12). Si f � 0 c.d.

en 
 entonces u � 0 c.d. en 
:

Demostración: Por el Ejercicio 2.31 , juj 2 H1
0 (
) y jDiuj = jDi jujj para cada

i = 1; :::; N: Por tanto, kjujk1 = kuk1 y, como f � 0 c.d. en 
;

J(� juj) = 1

2
k� jujk1 �

Z



f(� juj) � 1

2
kuk1 �

Z



fu = J(u):

Por el Teorema 2.36, u es el único mínimo de J . En consecuencia, u = � juj � 0:

Si u 2 C2(
) se tiene un resultado más fuerte, que enunciamos a continuación.

Teorema 2.46 (Principio fuerte del máximo de Hopf) Sean 
 un dominio en RN
y u 2 C2(
): Si �u � 0 en 
 y si u alcanza su máximo en 
 entonces u es constante.

Demostración: Consulta por ejemplo [23, 28].
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Corolario 2.47 Sean 
 un dominio en RN y f 2 C0(
): Si u 2 C2(
) es solución
clásica del problema �

��u = f en 

u = 0 en @


y f � 0 en 
; entonces, o bien u = 0; o bien u < 0 en 
:

Demostración: Por el Teorema 2.45, u � 0 en 
: Si u(x0) = 0 para algún x0 2 
;
el principio fuerte del máximo asegura que u0 = 0 en 
: Esto demuestra la a�rmación.



Capítulo 3

Valores propios del laplaciano

Sea 
 un dominio acotado en RN ; N � 3: El objetivo de este capítulo es estudiar
la existencia de valores � 2 R para los cuales el problema�

��u = �u en 
;
u = 0 sobre @
;

tiene una solución no trivial. Dichos valores se conocen como los valores propios de
Dirichlet de ��.

3.1. Preliminares

3.1.1. Convergencia débil

A diferencia de lo que ocurre en RN ; en cualquier espacio de Hilbert de dimensión
in�nita existen sucesiones acotadas que no contienen ninguna subsucesión convergente
(ver Ejercicio 3.4). Una noción de convergencia, más débil que la usual, que sí tiene esa
propiedad es la siguiente.

De�nición 3.1 Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesión (uk) en H converge dé-
bilmente a u en H si, para cada v 2 H; se cumple que

l��m
k!1

huk; vi = hu; vi :

u se llama el límite débil de la sucesión (uk):

Notación 3.2 Escribiremos

uk * u débilmente en H
19
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para referirnos a la convergencia débil. Para evitar confusiones, a menudo escribiremos

uk ! u fuertemente en H

si (uk) converge a u en H en el sentido usual.

Ejercicio 3.3 Demuestra las siguientes a�rmaciones:
(a) Si el límite débil de una sucesión existe, entonces es único.
(b) Si uk ! u fuertemente en H; entonces uk * u débilmente en H:
(c) Si uk * u y vk * v débilmente en H y �; � 2 R, entonces �uk + �vk * �u + �v
débilmente en H:

Los conceptos de convergencia fuerte y convergencia débil coinciden sólo cuando H
es de dimensión �nita. Más precisamente, se cumple lo siguiente.

Ejercicio 3.4 Demuestra las siguientes a�rmaciones:
(a) Si dimH <1; entonces uk * u débilmente en H si y sólo si uk ! u fuertemente
en H:
(b) Sea O = fek : k 2 Ng un subconjunto ortonormal de H; es decir, kekk = 1
y hek; eji = 0 si k 6= j: Entonces, ek * 0 débilmente en H pero (ek) no converge
fuertemente en H:

Ejercicio 3.5 Demuestra las siguientes a�rmaciones:

(a) uk * u débilmente en H si y sólo si `uk ! `u en R para toda función lineal y
continua ` : H ! R: (Sugerencia: Usa el teorema de representación de Fréchet-
Riesz.)

(b) Si T : H1 ! H2 es lineal y continua y uk * u débilmente en H1 entonces
Tuk * Tu débilmente en H2:

A continuación enunciaremos las propiedades más importantes de la convergencia
débil. Su demostración se encuentra, por ejemplo, en [11, 14, 32].

Proposición 3.6 (a) Si (uk) converge débilmente a u en H; entonces

kuk � l��m inf
k!1

kukk :

(b) Si (uk) converge débilmente a u en H y

kuk = l��m
k!1

kukk ;

entonces (uk) converge fuertemente a u en H:
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Ejercicio 3.7 Prueba que la a�rmación (b) del Ejercicio 3.5 no es cierta si T es úni-
camente continua pero no es lineal.

Proposición 3.8 Si uk * u débilmente en H entonces (uk) está acotada en H:

Teorema 3.9 (Propiedad fundamental de la convergencia débil) Toda sucesión
acotada en H contiene una subsucesión débilmente convergente en H:

3.1.2. Un teorema de minimización

De�nición 3.10 Un subconjunto M de H es débilmente cerrado en H si para
cualquier sucesión (uk) en M tal que uk * u débilmente en H se cumple que u 2M:

Ejercicio 3.11 Demuestra las siguientes a�rmaciones:

(a) Si M es débilmente cerrado en H, entonces M es cerrado en H:

(b) Si H es un espacio de Hilbert de dimensión in�nita, la esfera unitaria

S := fv 2 H : kvk = 1g

es cerrada pero no es débilmente cerrada en H:

(c) Todo subespacio vectorial cerrado V de un espacio de Hilbert H es débilmente
cerrado.

De�nición 3.12 Una función f : H ! R [ f1g es coerciva en M si para toda
sucesión (uk) en M tal que kukk ! 1 se cumple que f(uk)!1:

De�nición 3.13 Una función f : H ! R[f1g es débilmente semicontinua infe-
riormente (d.s.c.i.) enM si para toda sucesión (uk) enM tal que uk * u débilmente
en H se cumple que

f(u) � l��m inf
k!1

f(uk):

Ejercicio 3.14 Prueba que, para todo � 2 (0;1), la función f(u) := kuk� es coerciva
y d.s.c.i. en H:

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.15 Si M es no vacío y débilmente cerrado en H y f : H ! R [ f1g es
coerciva y d.s.c.i. en M entonces f alcanza su mínimo en M; es decir, existe u0 2 M
tal que

f(u0) = ��nf
u2M

f(u):
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Demostración: Sea c0 := ��nfu2M f(u): Si c0 = 1 entonces f(u) = 1 para todo
u 2 M . Supongamos pues que c0 2 [�1;1) y tomemos uk 2 M tal que f(uk) ! c0:
Como f es coerciva en M; la sucesión (uk) está acotada en H: Por el Teorema 3.9 esta
sucesión contiene una subsucesión (unk) que converge débilmente a u0 en H: Dado que
M es débilmente cerrado se tiene que u0 2M y, como f es d.s.c.i.,

c0 � f(u0) � l��m inf
k!1

f(uk) = c0:

En consecuencia, f(u0) = c0 2 R:

3.1.3. La desigualdad de Sobolev

Denotemos por

jruj2 :=
�Z

RN
jruj2

�1=2
La siguiente desigualdad juega un papel muy importante en el estudio de ecuaciones en
derivadas parciales.

Teorema 3.16 (Desigualdad de Sobolev) Sean N � 3 y 2� := 2N
N�2 : Existe una

constante CN > 0; que depende sólo de N; tal que

j'j2� � CN jr'j2 8' 2 C1c (RN): (3.1)

Demostración: Consulta por ejemplo [11, 14, 23, Teorema IX.9].

2� := 2N
N�2 se llama el exponente crítico de Sobolev y es el único número para

el que se cumple la desigualdad anterior. Puedes comprobar esta a�rmación siguiendo
la sugerencia que se indica en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.17 Sea p 2 [1;1): Prueba que, si existe C > 0 tal que

j'jp � C jr'j2 8' 2 C1c (RN);

entonces p = 2�: (Sugerencia: Fija 0 6= ' 2 C1c (RN). Para � > 0; aplica la desigualdad
anterior a las funciones '� 2 C1c (RN) dadas por '�(x) := '(�x):)

Corolario 3.18 H1(RN) � L2
� �RN� y

juj2� � jruj2 8u 2 H1(RN): (3.2)
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Demostración: Si u 2 H1(RN) y ('k) es una sucesión en C1c (RN) que converge
a u en H1(RN); entonces j'k � uj2 ! 0 y jr'k �ruj2 ! 0: Por otra parte, de la
desigualdad (3.1) se sigue que��'k � 'j

��
2�
� CN

��r �'k � 'j
���
2
� CN

'k � 'j

1

8k; j 2 N:

Por tanto, ('k) es una sucesión de Cauchy en L
2�(RN) y, en consecuencia, 'k ! v en

L2
�
(RN): Como además 'k ! u en L2(RN); una subsucesión de ('k) converge tanto

a u como a v c.d. en RN : Por tanto, u (x) = v (x) p.c.t. x 2 RN : Esto implica que
u 2 L2�(RN) y que

juj2� = l��m
k!1

j'kj2� � CN l��m
k!1

jr'kj2 = jruj2 8u 2 H1(RN);

como a�rma el enunciado.

Una consecuencia importante de la desigualdad de Sobolev es la siguiente.

Corolario 3.19 (Encajes de Sobolev) H1(RN) � Lp
�
RN
�
para todo p 2 [2; 2�] y

esta inclusión es continua.

Demostración: Si u 2 H1(RN) entonces, por el Corolario 3.18, u 2 L2
�
RN
�
\

L2
� �RN� : La desigualdad de interpolación (2.2) asegura que u 2 Lp

�
RN
�
para todo

p 2 [2; 2�] y, combinándola con la desigualdad (3.2) obtenemos que

jujp � juj
1��
2 juj�2� � C�N kuk

1��
1 kuk�1 = C�N kuk1 ;

donde � 2 [0; 1] cumple que 1
q
= 1��

2
+ �

2� : Esto prueba que la inclusión H
1(RN) �

Lp
�
RN
�
es continua.

Cuando 
 es un dominio acotado, se cumple lo siguiente.

Teorema 3.20 (Desigualdad de Poincaré) Si 
 es acotado y p 2 [1; 2�], existe una
constante C
;p > 0, que depende de 
 y de p, tal que

jujp � C
;p jruj2 8u 2 H1
0 (
):

En consecuencia, H1
0 (
) � Lp(
) y esta inclusión es continua.

Demostración: Sea u 2 H1
0 (
) � H1(RN). Combinando la desigualdad (3.2) con la

desigualdad del Ejercicio 2.5 obtenemos

jujp � j
j
(2��p)=2�p juj2� � j
j

(2��p)=2�pCN jruj2 :
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Ésta es la desigualdad deseada.

La desigualdad de Poincaré para p = 2 asegura que, si 
 es un dominio acotado,

�1(
) := ��nf
u2H1

0 (
)
u 6=0

R


jruj2R


u2

> 0: (3.3)

�1(
) se llama el primer valor propio de Dirichlet de �� en 
: En la siguiente
sección justi�caremos este nombre.
Una consecuencia importante de la desigualdad de Poincaré es la siguiente.

Ejercicio 3.21 Si 
 es un dominio acotado y � > ��1(
) denotamos por

hu; vi� : =

Z



ru � rv + �

Z



uv; hu; vi := hu; vi0 ; (3.4)

kuk� : =

�Z



jruj2 + �

Z



juj2
�1=2

; kuk := kuk0 : (3.5)

(a) Prueba que h�; �i� es un producto escalar en H1
0 (
):

(b) Prueba que la norma k�k� es equivalente a la norma k�k ; es decir, que existen
C1; C2 > 0 tales que

C1 kuk � kuk� � C2 kuk 8u 2 H1
0 (
):

En consecuencia, H1
0 (
) es completo con cualquiera de estas normas.

Más adelante requeriremos el siguiente resultado.

Ejercicio 3.22 (a) Sea ' 2 C1c (
): Prueba que existe una constante C > 0; que

depende sólo de j'j1 ;
��� @'@x1 ���1 ; : : : ; ��� @'@xN ���1 ; tal que

ku'k2H1
0 (
)

� C

Z



�
jruj2 + u2

�
8u 2 H1(RN);

donde j j1 := m�axx2
 j (x)j si  2 C0c (
): (Sugerencia: Usa el Ejercicio 2.28.)
(b) Si ! es abierto y ! �� 
; prueba que existe una constante C > 0 que depende sólo
de ! y 
; tal que�Z

!

juj2
�
�2=2�

� C

Z



�
jruj2 + u2

�
8u 2 H1(RN): (3.6)
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(Sugerencia: Prueba que existe ' 2 C1c (
) tal que '(x) = 1 para todo x 2 ! y aplica
el problema anterior y el Teorema 3.16.)
(c) Si ! es abierto, ! �� 
; y C satisface (3.6), prueba que para esa misma C se
cumple que�Z

!+�

juj2
�
�2=2�

� C

Z

+�

�
jruj2 + u2

�
8u 2 H1(RN); 8� 2 RN ;

donde X + � := fx+ � : x 2 Xg:

3.1.4. El teorema de Rellich-Kondrashov

El siguiente resultado juega un papel fundamental en los problemas que estudiare-
mos en éste y los siguientes dos capítulos.

Teorema 3.23 (Rellich-Kondrashov) Si 
 es un dominio acotado y p 2 [1; 2�); en-
tonces toda sucesión acotada en H1

0 (
) contiene una subsucesión que converge fuerte-
mente en Lp(
).

Una función F : V ! W entre espacios de Banach tal que toda sucesión acotada en
V contiene una subsucesión cuya imagen bajo F converge en W se llama un operador
compacto. El teorema de Rellich-Kondrashov a�rma pues que, si 
 es un dominio
acotado, la inclusión H1

0 (
) ,! Lp(
) es un operador compacto para todo p 2 [1; 2�):
Como veremos más adelante, esto no es cierto si 
 no es acotado ni si 
 es acotado y
p = 2� (ver Proposiciones 6.2 y 7.1).

Corolario 3.24 Si 
 es un dominio acotado y p 2 [1; 2�); entonces

�p := fu 2 H1
0 (
) : jujp = 1g

es débilmente cerrado en H1
0 (
):

Demostración: Sea uk 2 �p tal que uk * u débilmente en H1
0 (
): Entonces (uk)

está acotada en H1
0 (
) (ver Proposición 3.8) y el Teorema 3.23 asegura que contiene

una subsucesión (ukj) que converge fuertemente a v en L
p(
): De modo que v 2 �p:

Por otra parte, dado que H1
0 (
) ,! Lp(
) es lineal y continua, se tiene que uk * u

débilmente en Lp(
) (ver Ejercicio 3.5) y, puesto que el límite débil es único, necesari-
amente u = v: Así pues, u 2 �p:

Sea (uk) una sucesión en Lp(
). Se dice que

uk ! u en Lploc(
)
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si
juk � ujLp(!) ! 0 para todo abierto ! �� 
:

Usaremos con frecuencia la siguiente consecuencia del teorema de Rellich-Kondrashov.

Corolario 3.25 Si p 2 [2; 2�); entonces toda sucesión acotada (uk) en H1
0 (
) contiene

una subsucesión - a la que denotaremos del mismo modo - tal que

uk * u débilmente en H1
0 (
);

uk ! u c.d. en 
;
uk ! u en Lploc(
):

Demostración: Por el Teorema 3.9 (uk) contiene una subsucesión - a la que, para
simpli�car la notación, denotamos del mismo modo - tal que

uk * u débilmente en H1
0 (
):

Consideramos dos casos:
Caso 1. 
 es acotado.
Por el Teorema 3.23, una subsucesión de la anterior - a la que seguimos denotando

del mismo modo - cumple que

uk ! v fuertemente en Lp(
):

Argumentando como el la demostración del corolario anterior concluimos que u = v:
Una subsucesión de ésta cumple además que

uk(x)! u(x) p.c.t. x 2 
:

Caso 2. 
 arbitrario.
Para cada m 2 N de�nimos

!m := fx 2 
 : jxj < m, dist(x; @
) <
1

m
g:

Entonces !m es acotado. Aplicando el Caso 1 concluimos que (uk) contiene una sub-
sucesión (u1;k) tal que

u1;k ! u fuertemente en Lp(!1); uk(x)! u(x) p.c.t. x 2 !1:

Inductivamente, (um�1;k) contiene una subsucesión (um;k) tal que

um;k ! u fuertemente en Lp(!m); uk(x)! u(x) p.c.t. x 2 !m:

De�nimos vk := uk;k: Entonces (vk) es una subsucesión de (uk) con las propiedades
deseadas.
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3.2. Valores propios del laplaciano

En toda esta subsección 
 denotará a un dominio acotado en RN , N � 3: Consid-
eremos el problema �

��u = �u en 
;
u = 0 en @
:

(3.7)

Procediendo como en el capítulo anterior se llega a la de�nición de solución débil, a la
que llamaremos simplemente una solución de este problema.

De�nición 3.26 Una solución de (3.7) es una pareja (�; u) con � 2 R y u 2 H1
0 (
);

que satisface Z



ru � rv = �

Z



uv 8v 2 H1
0 (
): (3.8)

Decimos que � 2 R es un valor propio de �� en H1
0 (
) si existe e 2 H1

0 (
); e 6= 0;
tal que (�; e) es solución de (3.7). En tal caso decimos que e es una función propia
de �� en H1

0 (
) asociada a �:

En lo que resta de esta sección daremos a H1
0 (
) el producto escalar y la norma

siguientes:

hu; vi :=
Z



ru � rv y kuk :=
�Z




jruj2
�1=2

:

Observa que, si e es una función propia asociada a � entonces te también lo es, para
cualquier t 2 Rr f0g. Basta entonces buscar funciones propias en el conjunto

�2 :=
�
u 2 H1

0 (
) : juj2 = 1
	
:

Nota que si e 2 �2 es una función propia asociada a �, tomando u = v = e en la
ecuación (3.8), se obtiene que

kek2 = �: (3.9)

Proposición 3.27 (i) Los valores propios de �� en H1
0 (
) son positivos.

(ii) Si � y � son valores propios distintos de �� en H1
0 (
), y e� y e� son funciones

propias asociadas a � y � respectivamente, entonces

he�; e�i = 0 = he�; e�iL2(
) :

(iii) Si fek 2 �2 : k 2 Ng es un conjunto de funciones propias de �� en H1
0 (
) que

es ortonomal en L2(
); entonces el conjunto de sus valores propios f�k = kekk2 :
k 2 Ng no está acotado.
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(iv) Para todo � 2 R el espacio

E� := fu 2 H1
0 (
) : (�; u) es solución de (3.7)g

es de dimensión �nita. Su dimensión se llama la multiplicidad de �:

Demostración: (i) Si � es un valor propio y e 2 �2 es una función propia asociada
a �, la desigualdad de Poincaré asegura que

0 < C�2
;2 = C�2
;2 jej
2
2 � kek

2 = �:

(ii) Si e� y e� son funciones propias asociadas a � y �, entonces

� he�; e�iL2(
) = he�; e�i = � he�; e�iL2(
) :

Por tanto, si � 6= �; se tiene que he�; e�iL2(
) = 0 =
R


re� � re�:

(iii) Como ek 2 �2 se cumple que

kekk21 = kekk
2
2 + kekk

2 = 1 + �k:

De modo que, si (�k) está acotada, (ek) es una sucesión acotada en H1
0 (
): Por el Teo-

rema de Rellich-Kondrashov (Teorema 3.23), (ek) contiene una subsucesión convergente
en L2(
): Ahora bien, como fekg es ortonormal en L2(
); se tiene que

jek � emj22 = jekj
2
2 + jemj

2
2 = 2:

En consecuencia, ninguna subsucesión de (ek) es de Cauchy en L2(
): Esto es una con-
tradicción.
(iv) Argumentando por contradicción, si dimE� =1; entonces E� contiene un subcon-
junto ortonormal numerable de funciones propias de �� en H1

0 (
) asociadas al valor
propio �: Esto contradice la a�rmación (iii).

La siguiente proposición nos permite obtener funciones propias por un proceso de
minimización. De�nimos I : H1

0 (
)! R como

I(u) := kuk2 :

Proposición 3.28 Sea H un subespacio vectorial de H1
0 (
):

(i) Si e es un mínimo de I en �2 \H entonces

he; vi = � he; viL2(
) 8v 2 H;

donde � := I(e):
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(ii) Si H es cerrado en H1
0 (
) y H 6= f0g, la función I alcanza su mínimo en �2\H:

Demostración: (i): Sea e un mínimo de I en �2 \ H y sea v 2 H: Tomemos
" > 0 su�cientemente pequeña de modo que ke+ tvk2 6= 0 para todo t 2 (�"; "); y
consideremos la función h : (�"; ")! R dada por

h(t) := I

�
e+ tv

je+ tvj2

�
=
ke+ tvk2

je+ tvj22
=

kek2 + 2 he; vi t+ kvk2 t2

jej22 + 2 he; viL2(
) t+ jvj
2
2 t
2
:

Esta función es diferenciable y su derivada está dada por

h0(t) = 2
2 je+ tvj22

�
he; vi+ kvk2 t

�
� 2I(e+ tv)

�
he; viL2(
) + jvj

2
2 t
�

je+ tvj42
:

Como 0 es un mínimo de h; se tiene que

0 = h0(0) = 2
�
he; vi � I(e) he; viL2(
)

�
.

Esto demuestra la a�rmación.
(ii): Como H y �2 son débilmente cerrados (ver Ejercicio 3.11 y Corolario 3.24), su

intersección �2 \H es débilmente cerrado en H1
0 (
): La función I es coerciva y d.s.c.i.

en H1
0 (
) (ver Ejercicio 3.14). Además, puesto que H 6= f0g, se tiene que �2 \H 6= ;:

Así, por el Teorema 3.15, I alcanza su mínimo en �2 \H:

Teorema 3.29 Existe un conjunto B = fek : k 2 Ng de H1
0 (
) con las siguientes

propiedades:

(a) ek es un vector propio de �� en H1
0 (
) con valor propio �k := I(ek);

(b) hek; emi = 0 si k 6= m;

(c) 0 < �1 � �2 � � � � � �k � � � � y l��mk!1 �k =1;

(d) B es una base de Hilbert de L2(
):

Demostración: Usando la Proposición 3.28 de�nimos (ek) inductivamente como
sigue: escogemos e1 2 �2 tal que

I(e1) = ��nf
u2�2

I(u):
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Sean W2 := linfe1g el subespacio de H1
0 (
) generado por e1 y H2 := fv 2 H1

0 (
) :
he1; vi = 0g su complemento ortogonal en H1

0 (
). Escogemos e2 2 �2 \H2 tal que

I(e2) = ��nf
u2�2\H2

I(u):

Continuando de este modo, de�nimos

Wk := linfe1; :::; ek�1g; Hk := fv 2 H1
0 (
) : hw; vi = 0 8w 2 Wkg;

y escogemos ek 2 �2 \Hk tal que

I(ek) = ��nf
u2�2\Hk

I(u): (3.10)

Se tiene entonces que

Hi � Hk y hek; eii = 0 8i = 1; :::; k � 1: (3.11)

Además,
0 < �1 � �2 � � � � � �k � � � � ; (3.12)

donde �k := I(ek); y de la Proposición 3.28 se sigue que

hek; vi = �k hek; viL2(
) 8v 2 Hk: (3.13)

De (3.11) y (3.13) se sigue que 0 = hei; eki = �i hei; ekiL2(
) para todo i = 1; :::; k � 1 y,
dado que �i > 0; esta igualdad implica que

0 = hei; eki = hei; ekiL2(
) 8i = 1; :::; k � 1: (3.14)

Como H1
0 (
) =Wk �Hk; las a�rmaciones (3.13) y (3.14) nos permiten concluir que

hek; vi = �k hek; vi2 8v 2 H1
0 (
);

es decir, la sucesión (ek) satisface (a). La a�rmación (3.14) asegura que se cumple (b)
y, como ek 2 �2; asegura también que B := fek : k 2 Ng es ortonormal en L2(
): La
a�rmación (c) se sigue entonces de (3.12) y de la Proposición 3.27.
Para obtener (d) resta probar que la cerradura de lin(B) = [1k=1Wk en L2(
) es

L2(
): Para ello basta demostrar que C1c (
) está contenido en la cerradura de lin(B);
ya que L2(
) es la cerradura de C1c (
) en L2(
).
Sea ' 2 C1c (
)rlin(B): Denotemos por wk a la proyección ortogonal de ' sobre Wk

con respecto al producto escalar de L2(
): Entonces h'� wk; wiL2(
) = 0 para todo
w 2 Wk: En consecuencia,

h'� wk; eii = �i h'� wk; eiiL2(
) = 0 8i = 1; :::; k � 1:
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Esto prueba que h'� wk; wi = 0 para todo w 2 Wk. Como ' 6= wk se tiene que
'�wk
j'�wkj2

2 �2 \Hk y la identidad (3.10) implica que

�k � I

�
'� wk
j'� wkj2

�
:

Observa además que

I(') = I('� wk + wk) = k'� wkk2 + 2 h'� wk; wki+ kwkk2

= k'� wkk2 + kwkk2 � k'� wkk2 = I('� wk):

En consecuencia,
j'� wkj22 � ��1k I('� wk) � ��1k I('):

Como �k !1 concluimos que wk ! ' en L2(
): Esto prueba que C1c (
) está contenido
en la cerradura de lin(B) en L2(
).

Observa que

�1 = ��nf
u2H1

0 (
)
u 6=0

kuk2

juj22
> 0;

así que, como mencionamos en (3.3), ��1=21 es la constante óptima para la desigualdad
de Poincaré

juj2 � �
�1=2
1 kuk :

Ejercicio 3.30 Prueba que, si � � �1; entonces

kuk� :=
�Z




jruj2 + �

Z



juj2
�1=2

no es una norma en H1
0 (
):

Ejercicio 3.31 Prueba que, para cada f 2 L2(
) y � > ��1; el problema�
��u+ �u = f en 
;
u = 0 en @
:

tiene una única solución débil, es decir, existe una única función u 2 H1
0 (
) tal queZ




ru � r'+ �

Z



u' =

Z



f' 8' 2 C1c (
):

Además, esta función minimiza el funcional J� : H1
0 (
)! R dado por

J�(v) =
1

2

Z



�
jrvj2 + �v2

�
�
Z



fv:
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Capítulo 4

La variedad de Nehari

El objetivo de este capítulo es estudiar el problema�
��u+ �u = jujp�2 u en 


u = 0 sobre @


donde 
 es un dominio en RN ; N � 3; � 2 (��1(
);1) y p 2 (2; 2�]; donde �1(
) es
el primer valor propio de Dirichlet de �� en 
 y 2� := 2N

N�2 es el exponente crítico de
Sobolev. Probaremos que este problema tiene al menos una solución no trivial si 
 es
una dominio acotado y p 2 (2; 2�),

4.1. Preliminares

Empezaremos introduciendo los conceptos y resultados que usaremos para abordar
este problema.

4.1.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach

La noción de derivada de una función entre espacios euclidianos se extiende a es-
pacios de Banach casi literalmente, con la siguiente precaución: mientras que cualquier
función lineal RN ! RM resulta automáticamente continua, una función lineal entre
espacios de Banach de dimensión in�nita no es necesariamente continua. Por ello se
requiere agregar esta condición a la de�nición de derivada que a continuación daremos.
Sean V y W espacios de Banach, con normas k�kV y k�kW respectivamente. El

espacio

B(V;W ) := fT : V ! W : T es lineal y continuag
33
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con la norma

kTkB(V;W ) := sup
v2V
v 6=0

kTvkW
kvkV

(4.1)

resulta ser un espacio de Banach. Si W = R se escribe

V � := B(V;R):

De�nición 4.1 Sea O un subconjunto abierto de V . Una función F : O ! W es
diferenciable en el punto u0 2 O si existe T 2 B(V;W ) tal que

l��m
v!0

kF (u0 + v)� F (u0)� TvkW
kvkV

= 0: (4.2)

T se llama la derivada de F en u0 y se denota

F 0(u0) := T:

Se dice que F es diferenciable en O si lo es en cada punto u 2 O: La función

F 0 : O ! B(V;W ); u 7! F 0(u);

se llama la derivada de F en O. Si la función F 0 es continua, decimos que F es de
clase C1 en O:

Si la derivada F 0 : O ! B(V;W ) de F es, a su vez, de clase C1 en O, se dice que F
es de clase C2 en O: La derivada de F 0 en O se llama la segunda derivada de F en O y
se denota F 00: Inductivamente se de�ne lo que signi�ca que F es de clase Ck en O: La
k-ésima derivada de F en O se denota F (k): Una discusión detallada de estos conceptos
se encuentra, por ejemplo, en [14].

Ejercicio 4.2 Si F : O ! W es una función constante, prueba que F es de clase C1
en O y que F 0(u) : V ! W es la función constante igual a 0 para cada u 2 O. Calcula
F (k) para todo k:

Ejercicio 4.3 Prueba que toda función T 2 B(V;W ) es de clase C1 en V y que T 0(u) =
T para cada u 2 V: Calcula T (k) para todo k:

Si O es un abierto de un espacio de Hilbert H y F : O ! R es una función
diferenciable, la derivada F 0(u) : H ! R en cada punto u 2 O es, por de�nición, una
función lineal y continua. Así que el teorema de representación de Fréchet-Riesz a�rma
la existencia de un único elemento rF (u) 2 H tal que

hrF (u); vi = F 0(u)v para todo v 2 H:

rF (u) se llama el gradiente de F en u:
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Ejercicio 4.4 Sea F : O ! R es una función diferenciable. Prueba que F es de clase
C1 en O si y sólo si la función rF : O ! H que a cada u 2 O le asocia rF (u) es una
función continua.

Ejercicio 4.5 Prueba que, para todo espacio de Hilbert H, la función F : H ! R dada
por F (u) := 1

2
kuk2 es de clase C1 en H y F 0(u)v = hu; vi para todo v 2 H: ¿Quién es

rF (u)?

4.1.2. El operador de Nemytskii

Sean 
 un dominio en RN , p 2 [1;1) y f : 
� R! R: Daremos condiciones para
que la función

� : H1
0 (
)! R; �(u) :=

Z



f(x; u(x))dx;

esté bien de�nida y sea de clase C1.

Lema 4.6 Si un ! u en Lp(
) entonces existen una subsucesión (vn) de (un) y una
función g 2 Lp(
) tales que

vn ! u c.d. en 
 y juj ; jvnj � g c.d. en 
:

Demostración: Como un ! u en Lp(
); (un) contiene una subsucesión (vn) tal que

vn ! u c.d. en 
 y jvj+1 � vjjp �
1

2j
8j 2 N:

De�nimos v0 := 0,

gn :=
nP
j=1

jvj � vj�1j y g :=
1P
j=1

jvj � vj�1j :

Observa que gn 2 Lp(
): Como las series de normas en Lp(
) satisfacen
1P
j=1

jvj � vj�1jp � jv1jp +
1P
j=n

1

2j
<1;

1P
j=n+1

jvj � vj�1jp �
1P
j=n

1

2j
! 0 cuando n!1;

se tiene que g 2 Lp(
) y jg � gnjp ! 0 (ver [14, Teorema 5.25]). Dado que jvnj � gn; se
tiene que jvnj � g y, pasando al límite cuando n!1; concluimos que juj � g:
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Proposición 4.7 Sean 
 un dominio acotado en RN , p; r 2 [1;1) y f 2 C0(
 � R):
Si existe c > 0 tal que

jf(x; s)j � c(jsjp=r + 1) 8(x; s) 2 
� R,

entonces el operador de Nemytskii

f# : L
p(
)! Lr(
); f#(u)(x) := f(x; u(x));

está bien de�nido y es continuo.

Demostración: Si u 2 Lp(
) y 
 es acotado se tiene que jujp=r + 1 2 Lr(
). Dado
que la función x 7! f(x; u(x)) es medible y

jf#(u)(x)j = jf(x; u(x))j � c(ju(x)jp=r + 1) 8x 2 
;

concluimos que f#(u) 2 Lr(
): Esto prueba que el operador de Nemytskii está bien
de�nido. Probemos ahora la continuidad. Sea uk ! u en Lp(
): Tomemos una subsuce-
sión (vk) y g 2 Lp(
) como en el Lema 4.6. Como f es continua,

jf#(vk)(x)� f#(u)(x)j = jf(x; vk(x))� f(x; u(x))j ! 0 p.c.t. x 2 


y, puesto que jgjp=r + 1 2 Lr(
) y que

jf#(vk)� f#(u)j � c(jvkjp=r + 1) + c(jujp=r + 1)
� 2c(jgjp=r + 1) c.d. en 
;

el teorema de convergencia dominada (ver [14, Teorema 14.25]) asegura que f#(vk)!
f#(u) en Lr(
): Así pues, hemos probado que cualquier sucesión (uk) tal que uk ! u
en Lp(
) contiene una subsucesión (vk) tal que �(vk) ! �(u) en Lr(
): Esto implica
que f# es continua en u:

Teorema 4.8 Sean 
 un dominio acotado en RN ; N � 3; y F 2 C1(
�R): Denotamos
por f(x; s) := @F

@s
(x; s): Si existen c > 0 y � 2 (0; N+2

N�2 ] tales que

jf(x; s)j � c(jsj� + 1) 8(x; s) 2 
� R,

entonces la función

� : H1
0 (
)! R; �(u) :=

Z



F (x; u(x))dx =

Z



F#(u);

está bien de�nida, es de clase C1 y

�0(u)v =

Z



f(x; u(x))v(x)dx =

Z



f#(u) v:



4.1. PRELIMINARES 37

Demostración: Por el teorema del valor medio, para cada (x; s) 2 
 � R; existe
t 2 (0; 1) tal que F (x; s) = F (x; 0) + f(x; ts)s: En consecuencia, existe c1 > 0 tal que

jF (x; s)j � m�ax
x2


jF (x; 0)j+ c(jsj� + 1) jsj � c1(jsj�+1 + 1) 8(x; s) 2 
� R.

Como 
 es acotado, H1
0 (
) � Lp(
) para todo p 2 [1; 2�] (ver Teorema 3.20) y, puesto

que � + 1 2 [1; 2�]; el Teorema 4.7 (con p = � + 1 y r = 1) asegura que F#(u) 2 L1(
)
para todo u 2 H1

0 (
): Esto muestra que � está bien de�nida.
Para probar que � es diferenciable �jemos u; v 2 H1

0 (
): Entonces, por el teorema
fundamental del cálculo y el teorema de Fubini,

�(u+ v)� �(u) =

Z



[F (x; u(x) + v(x))� F (x; u(x))] dx

=

Z



�Z 1

0

d

dt
F (x; u(x) + tv(x)) dt

�
dx

=

Z 1

0

Z



f(x; u(x) + tv(x))v(x) dx dt

=

Z 1

0

�Z



f#(u+ tv)v

�
dt:

De las desigualdades de Hölder y Sobolev se sigue entonces que�����(u+ v)� �(u)�
Z



f#(u)v

���� =

����Z 1

0

�Z



[f#(u+ tv)� f#(u)] v

�
dt

����
�

Z 1

0

�Z



jf#(u+ tv)� f#(u)j jvj
�
dt

�
Z 1

0

jf#(u+ tv)� f#(u)j 2�
2��1

jvj2� dt

� CN

�Z 1

0

jf#(u+ tv)� f#(u)j 2�
2��1

dt

�
kvk :

En consecuencia,

l��m
v!0

���(u+ v)� �(u)�
R


f#(u)v

��
kvk = CN l��m

v!0

Z 1

0

jf#(u+ tv)� f#(u)j 2�
2��1

dt:

Probaremos que este límite es 0: Sea " > 0: Como � 2 (0; 2� � 1], de los Teoremas 3.20
y 4.7 y la desigualdad de Hölder se sigue que la composición

H1
0 (
) ,! L2

�
(
)

f#�! L2
�=�(
) ,! L2

�=(2��1)(
) (4.3)
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es continua. Por tanto existe � > 0 tal que, para todo t 2 [0; 1];

jf#(u+ tv)� f#(u)j 2�
2��1

< " si kvk < �:

Esto implica que Z 1

0

jf#(u+ tv)� f#(u)j 2�
2��1

dt < " si kvk < �;

lo que demuestra que

l��m
v!0

���(u+ v)� �(u)�
R


f#(u)v

��
kvk = 0:

Claramente, la función T : H1
0 (
)! R dada por

Tv :=

Z



f#(u)v

es lineal. Además es continua, ya que

jTvj � CN jf#(u)j 2�
2��1

kvk :

En consecuencia, � es diferenciable y

�0(u)v =

Z



f#(u)v:

Probaremos ahora que

�0 : H1
0 (
)! B(H1

0 (
);R) =: H�1(
)

es continua. Si uk ! u en H1
0 (
) entonces, puesto que

j�0(uk)v � �0(u)vj
kvk �

R


jf#(uk)� f#(u)j jvj

kvk

�
CN jf#(uk)� f#(u)j 2�

2��1
kvk

kvk = CN jf#(uk)� f#(u)j 2�
2��1

y la composición (4.3) es continua, se tiene que

k�0(uk)� �0(u)kH�1(
) = sup
v2H1

0 (
)
v 6=0

j�0(uk)v � �0(u)vj
kvk � CN jf#(uk)� f#(u)j 2�

2��1
! 0:

Esto prueba que � es de clase C1.
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Ejercicio 4.9 Sean 
 un dominio acotado en RN ; N � 3; y F 2 C2(
�R): Denotamos
por f(x; s) := @F

@s
(x; s): Si existen c > 0 y � 2 (1; N+2

N�2 ] tales que����@2F@s2 (x; s)
���� � c(jsj��1 + 1) 8(x; s) 2 
� R,

entonces la función

� : H1
0 (
)! R; �(u) :=

Z



F (x; u(x))dx;

está bien de�nida, es de clase C2 y

�00(u)(v; w) =

Z



@2F

@u2
(�; u)(v; w):

4.1.3. Variedades de Hilbert

Sean O un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert H y F : O ! R una
función diferenciable. Dado c 2 R denotamos por

F�1(c) := fu 2 O : F (u) = cg:

De�nición 4.10 a 2 R es un valor regular de F si rF (u) 6= 0 para todo u 2 F�1(a).
a 2 R es un valor crítico de F si no es un valor regular de F:

De�nición 4.11 Diremos que un subconjunto no vacíoM de H es una subvariedad
de clase Ck de H siM es cerrado en H y existen un subconjunto abierto O de H; una
función F : O ! R de clase Ck y un valor regular a de F tales que

M = F�1(a):

Si ademásM es un subconjunto cerrado de H diremos queM es una subvariedad de
Hilbert de H.
Si u 2M, el subespacio

TuM := fv 2 H : hrF (u); vi = 0g = kerF 0(u)

de H se llama el espacio tangente aM en u:

En realidad, el concepto de variedad de Hilbert es bastante más amplio que el
que damos aquí, pero éste es su�ciente para nuestros �nes. Observa que, por ser un
subespacio cerrado de H;M es un espacio métrico completo.
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Ejercicio 4.12 Prueba que la esfera unitaria

SH := fu 2 H : kuk = 1g

es una subvariedad de clase C1 de H y que

TuSH = fv 2 H : hu; vi = 0g:

ξ

ξT M

Sea �u(M) el conjunto de todas las trayectorias � : (�"; ") ! H de clase C1 tales
que �(0) = u y �(t) 2M para todo t 2 (�"; "): El teorema de la función implícita [21,
(10.2.1)] permite describir al espacio tangente como el conjunto de las velocidades en 0
de dichas curvas, es decir,

TuM = f�0(0) : � 2 �u(M)g:

En particular, TuM no depende de F:
Los mínimos y los máximos de una función en una variedad tienen la siguiente

propiedad.

Proposición 4.13 Si J : H ! R es una función de clase C1, M es una subvariedad
de H de clase C1 y u es un mínimo (o un máximo) de J enM; entonces

hrJ(u); vi = 0 8v 2 TuM:

Demostración: Sean v 2 TuM y � 2 �u(M) tal que �0(0) = v: Si u es un mínimo
de J en M; entonces 0 es un mínimo de J � � : (�"; ")! R: Por tanto,

0 = (J � �)0(0) = J 0(�(0)) (�0(0)) = J 0(u)v = hrJ(u); vi ;

como a�rma el enunciado. Análogamente para un máximo.
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De�nición 4.14 Sean J : H ! R una función de clase C1 y M una subvariedad de
H de clase C1: Un punto u 2M es un punto crítico de J sobreM si

hrJ(u); vi = 0 8v 2 TuM: (4.4)

SiM = H se dice simplemente que u es un punto crítico de J y la condición (4.4)
equivale a que rJ(u) = 0:
c 2 R es un valor crítico de J sobreM si c = J(u) para algún punto crítico u de J
sobreM. Si no es así, se dice que c es un valor regular de J sobreM.

La Proposición 4.13 a�rma que los máximos y mínimos son puntos críticos de J en
M:

Ejercicio 4.15 (Multiplicador de Lagrange) Prueba que u es un punto crítico de
J enM si y sólo si existe � 2 R tal que

rJ(u) = �rF (u);

donde F es como en la De�nición 4.11.

4.2. Un problema de Dirichlet semilineal

En toda esta sección supondremos que 
 es un dominio acotado en RN , N � 3;
� 2 (��1(
);1) y p 2 (2; 2�], donde �1(
) es el primer valor propio de Dirichlet de
�� en 
 y 2� := 2N

N�2 es el exponente crítico de Sobolev.
Nuestro objetivo es probar que, si p < 2�, el problema�

��u+ �u = jujp�2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

(4.5)

tiene al menos una solución.

4.2.1. Formulación variacional del problema

El mismo procedimiento que empleamos en la Sección 2.3 nos lleva a la noción de
solución débil para este problema. Ya que en este curso no nos ocuparemos de soluciones
clásicas, la llamaremos simplemente una solución.

De�nición 4.16 Una solución de (4.5) es una función u 2 H1
0 (
) que satisfaceZ




ru � rv + �

Z



uv =

Z



jujp�2 uv 8v 2 H1
0 (
): (4.6)
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Inspirados en el principio de Dirichlet, consideramos el funcional J : H1
0 (
) ! R

dado por

J(u) : =
1

2

Z



�
jruj2 + �u2

�
� 1
p

Z



jujp

=
1

2
kuk2� �

1

p
jujpp : (4.7)

El Corolario 3.19 garantiza que este funcional está bien de�nido. A J se le llama el
funcional de energía asociado al problema (4.5). Su relación con dicho problema está
dada por la siguiente proposición.

Proposición 4.17 J es de clase C2 y

J 0(u)v =

Z



ru � rv + �

Z



uv �
Z



jujp�2 uv 8u; v 2 H1
0 (
): (4.8)

En consecuencia, u es solución del problema (4.5) si y sólo si u es punto crítico de J:

Demostración: Es consecuencia inmediata de los Ejercicios 3.21, 4.5 y 4.9 y el
Teorema 4.8 que el funcional J es de clase C2 y que su derivada es la que a�rma el
enunciado. Por de�nición, u es punto crítico de J si y sólo si J 0(u)v = 0 para todo
v 2 H1

0 (
), es decir, si y sólo si u es solución de (4.5).

4.2.2. La grá�ca del funcional de energía

Para estudiar los puntos críticos de J conviene analizar su grá�ca. Para ello, �jemos
una dirección u 2 H1

0 (
); u 6= 0; y veamos cómo es la grá�ca de J sobre la recta
generada por u: Es decir, consideremos la función Ju : R! R dada por

Ju(t) := J(tu) =

�
1

2
kuk2�

�
t2 �

�
1

p
jujpp
�
jtjp : (4.9)
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Como hemos supuesto que p > 2; la grá�ca de esta función tendrá la siguiente forma:

Puedes cerciorarte de esta a�rmación resolviendo el siguiente ejercicio elemental.

Ejercicio 4.18 Dados números reales a; b > 0; p > 2; considera la función f : R! R
dada por

f(t) = at2 � b jtjp :

Calcula los puntos críticos y los valores críticos de f:

Observa que J no está acotada inferiormente y que tiene un mínimo local en 0.
Obviamente, 0 es una solución del problema (4.5). Nos interesa saber si este problema
tiene una solución no trivial.
Denotemos por tu al único máximo de Ju en (0;1): Los puntos críticos no triviales

de J están contenidos en el conjunto ftuu : u 2 H1
0 (
); kuk� = 1g: A dicho conjunto se

le llama la variedad de Nehari.

4.2.3. La variedad de Nehari

El conjunto

N = fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; J 0(u)u = 0g

= fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
� = juj

p
pg:

contiene obviamente a todos los puntos críticos no triviales de J . Tiene las siguientes
propiedades:

Proposición 4.19 (a) Existe d0 > 0 tal que kuk� � d0 para todo u 2 N : En
consecuencia, N es un subconjunto cerrado de H1

0 (
):
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(b) N es una subvariedad de Hilbert de clase C2 de H1
0 (
) y se llama la variedad de

Nehari.

(c) u =2 TuN para toda u 2 N :

(d) Para cada u 2 H1
0 (
); u 6= 0; existe un único tu 2 (0;1) tal que tuu 2 N . Más

aún, tu es el único punto en (0;1) para el que cumple que

m�ax
t�0

J(tu) = J(tuu):

Demostración: (a): De la desigualdad de Poincaré (Teorema 3.20), dado que las
normas k�k y k�k� son equivalentes (Ejercicio 3.21), se sigue que existe C > 0 tal que

jujp � C kuk� 8u 2 H1
0 (
)

Por tanto,

C�p � kukp�
jujpp

= kukp�2� 8u 2 N ;

es decir,
0 < d0 := C�p=(p�2) � kuk� 8u 2 N :

En consecuencia,

N = fu 2 H1
0 (
) : kuk� � d0 y kuk2� � juj

p
p = 0g;

que es claramente un subconjunto cerrado de H1
0 (
):

(b) y (c): Considera la función 	 : H1
0 (
)r f0g ! R dada por

	(u) = kuk2� � jujpp:

Entonces N = 	�1(0); 	 es de clase C2 y su derivada está dada por

	0(u)v = 2 hu; vi� � p

Z



jujp�2 uv 8u; v 2 H1
0 (
):

Además, 0 es un valor regular de 	 ya que

	0(u)u = 2kuk2� � pjujpp = (2� p)kuk2� 6= 0 8u 2 N .

Esto prueba que N es una variedad de clase C2 y que u =2 ker	0(u) =: TuN .
(d): Sea 0 6= u 2 H1

0 (
) y sea Ju : (0;1)! R la función dada por

Ju(t) = J(tu) =

�
1

2
kuk2�

�
t2 �

�
1

p
jujpp
�
tp:
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Esta función tiene un único punto crítico en (0;1) y éste es un máximo (Ejercicio
4.18). Además para t 2 (0;1) se cumple que

J 0u(t) = J 0(tu)u = 0 () J 0(tu)tu = 0 () tu 2 N .

Es decir, Ju tiene un máximo en t sí y sólo si tu 2 N . Esto prueba (d).

Observa que

J(u) =
p� 2
2p

kuk2� =
p� 2
2p

jujpp 8u 2 N . (4.10)

De la proposición anterior concluimos lo siguiente.

Corolario 4.20 (a) ��nfu2N J(u) > 0:
(b) Si u 2 N es un punto crítico de J sobre N , entonces u es un punto crítico no trivial
de J : H1

0 (
)! R y, en consecuencia, una solución no trivial del problema (4.5).

Demostración: La a�rmación (a) es consecuencia inmediata de la identidad (4.10)
y la Proposición 4.19.
(b): Si u 2 N es un punto crítico de J sobre N , entonces

J 0(u)v = 0 8v 2 TuN .

Además, de la de�nición de N se sigue que J 0(u)u = 0: Como el complemento ortogonal
de TuN enH1

0 (
) tiene dimensión 1 y u 62 TuN (Proposición 4.19), se tiene queH1
0 (
) =

TuN � ftu : t 2 Rg: En consecuencia,

J 0(u)v = 0 8v 2 H1
0 (
);

es decir, u es un punto crítico de J : H1
0 (
)! R.

4.2.4. Existencia de mínimos

El corolario anterior nos sugiere investigar si J alcanza su mínimo en N . Si N fuera
compacta la respuesta sería claramente a�rmativa, ya que toda función continua en
un compacto alcanza sus valores extremos. Pero N no es compacta. De hecho, N es
homeomorfa a la esfera unitaria enH1

0 (
) y la esfera unitaria en un espacio de dimensión
in�nita nunca es compacta [11, Teorema VI.5].
En la demostración de la siguiente proposición jugará un papel fundamental el teo-

rema de Rellich-Kondrashov.
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Proposición 4.21 Si p 2 (2; 2�) entonces J alcanza su mínimo en N .

Demostración: Sea uk 2 N tal que J(uk) ! ��nfu2N J(u) =: c > 0: Observa que,
como uk 2 N ,

J(uk) =
p� 2
2p

kukk2� =
p� 2
2p

jukjpp :

Así que la sucesión (uk) está acotada en H1
0 (
) y contine, por tanto, una subsucesión -

a la que, por simplicidad, denotaremos del mismo modo - tal que

uk * u débilmente en H1
0 (
):

Más aún, como p < 2�; aplicando el teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema 3.23),
podemos suponer que dicha subsucesión cumple además que

uk ! u fuertemente en Lp(
):

En consecuencia, p�2
2p
jukjpp !

p�2
2p
jujpp = c > 0; así que u 6= 0:

La Proposición 4.19(d) asegura entonces que existe t 2 (0;1) tal que tu 2 N y,
como uk 2 N , se cumple además que J(tuk) � J(uk): Usando estos hechos obtenemos

c � J(tu) =
1

2
ktuk2� �

1

p
jtujpp

� l��m inf
k!1

�
1

2
ktukk2�

�
+ l��m
k!1

�
�1
p
jtukjpp

�
� l��m inf

k!1

�
1

2
ktukk2� �

1

p
jtukjpp

�
= l��m inf

k!1
J(tuk) � l��m inf

k!1
J(uk) = c:

En consecuencia, J(tu) = c; es decir, J alcanza su mínimo en N .
Más aún, como

0 < c =
p� 2
2p

jtujpp = l��m
k!1

p� 2
2p

jtukjpp = jtj
p
p c;

concluimos que t = 1 y, como

c =
p� 2
2p

kuk2� � l��m inf
k!1

p� 2
2p

kukk2� = l��m
k!1

p� 2
2p

kukk2� = c;

se tiene además que l��mk!1 kukk2� = kuk
2
� : Por tanto, uk ! u fuertemente en H1

0 (
)
y J(u) = c:
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Teorema 4.22 (Existencia de una solución) Si 
 es un dominio acotado en RN ,
N � 3; � 2 (��1(
);1) y p 2 (2; 2�); el problema�

��u+ �u = jujp�2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

tiene al menos una solución no trivial.

Demostración: Este resultado es consecuencia inmediata de las Proposiciones 4.21
y 4.13 y el Corolario 4.20.

4.2.5. Existencia de soluciones positivas

El siguiente resultado, publicado en [9], asegura en particular que la solución dada
por el Teorema 4.22 no cambia de signo.

Proposición 4.23 (Benci-Cerami 1991) Si u 2 N es un punto crítico de J tal que

J(u) < 2 ��nf
v2N

J(v)

entonces, o bien u � 0; o bien u � 0 c.d. en 
:

Demostración: Sea u 2 N un punto crítico de J: Tomando v = u+ := m�axfu; 0g
en la identidad (4.8) y usando el Ejercicio 2.32 concluimos que

0 = J 0(u)u+ =

Z



ru � r
�
u+
�
+ �

Z



u
�
u+
�
�
Z



jujp�2 u
�
u+
�
=
u+2

�
�
��u+��p

p
:

Análogamente, tomando v = u� := m��nfu; 0g obtenemos que ku�k2� = ju�j
p
p :

Ahora, argumentando por contradicción, supongamos que u+ 6= 0 y u� 6= 0: En-
tonces u+; u� 2 N y, por consiguiente,

J(u+) � ��nf
v2N

J(v) y J(u�) � ��nf
v2N

J(v):

Dado queZ



jruj2 =
Z



��r(u+)��2 + Z



��r(u�)��2 y
Z



jujq =
Z



��u+��q + Z



��u���q
para q = 2; p; concluimos que

J(u) = J(u+) + J(u�) � 2 ��nf
v2N

J(v):

Esto contradice nuestra hipótesis. Por tanto, o bien u+ = 0; o bien u� = 0:
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Capítulo 5

La teoría de
Lusternik-Schnirelmann

El objetivo de este capítulo es probar que, si 
 es un dominio acotado en RN , N � 3;
� 2 (��1(
);1) y p 2 (2; 2�), el problema�

��u+ �u = jujp�2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

tiene una in�nidad de soluciones.
Probaremos que el funcional J de�nido en el capítulo anterior tiene una in�nidad

de puntos críticos sobre la variedad de Nehari.

5.1. El �ujo en variedades

5.1.1. El problema de Cauchy

Sean H un espacio de Hilbert yM una subvariedad de Hilbert de clase C1 de H.

De�nición 5.1 Un campo tangente aM es una función � :M! H tal que �(u) 2
TuM para todo u 2 M. El campo � es localmente Lipschitz si para cada u 2 M
existen r > 0 y C > 0 (que dependen de u) tales que

k�(v)� �(w)k � C kv � wk 8v; w 2 Br(u);

donde Br(u) = fv 2M : kv � uk < rg:

Ejercicio 5.2 Prueba que, si O es abierto en H y � : O ! H es de clase C1; entonces
� : O ! H es localmente Lipschitz. (Sugerencia: Usa el teorema del valor medio [21].)

49
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El teorema de existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy
sobre una variedad de Hilbert juega un papel fundamental en el estudio de problemas
variacionales.

Teorema 5.3 (Existencia y unicidad global) Sea � : M ! H un campo local-
mente Lipschitz tangente aM. Entonces, para cada u 2M; existe un intervalo abierto
I(u) := (t�(u); t+(u)) que contiene al origen y una única función �(�; u) : I(u) !M
de clase C1 que es solución del problema de Cauchy�

d
dt
�(t; u) = �(�(t; u));
�(0; u) = u:

(5.1)

El intervalo I(u) es máximo, es decir, �(�; u) no se puede extender a una solución
de�nida en un intervalo más grande.
Si k�(�(t; u))k � C <1 para todo t 2 [0; T+(u)); entonces T+(u) =1: La a�rmación
análoga vale para T�(u):
El dominio de �;

D := f(t; u) 2 R�M : t 2 I(u)g;

es abierto en R�M y la función � : D !M; de�nida por (5.1), es continua.
La función � : D !M se llama el �ujo generado por �: Si D = R�M se dice que
el �ujo es global.

La demostración es idéntica a la del caso M = H; puedes seguir por ejemplo la
expuesta en [1]. Es importante notar queM es un espacio métrico completo (por ser un
subconjunto cerrado de un espacio completo). Este hecho es crucial en la demostración.

Ejercicio 5.4 (a) Prueba que �(t; u) = u para todo t 2 I(u) si y sólo si �(u) = 0: Un
punto u con estas propiedades se llama un punto estacionario del �ujo.
(b) Prueba que, si u es un punto estacionario, entonces I(u) = R.

Ejercicio 5.5 Sea � : R! R el campo vectorial �(u) = u2:
(a) Prueba que a función

�(t; u) :=

� 1
(1=u)�t si u 6= 0;
0 si u = 0;

es la solución del problema de Cauchy (5.1).
(b) Calcula el intervalo máximo de existencia de la solución para cada u 2 R.
(c) Calcula el dominio D de �:
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5.1.2. El �ujo gradiente negativo

Supongamos ahora que M es una subvariedad de Hilbert de clase C2 de H y que
J : H ! R una función de clase C2: Fijemos una función 	 : O ! R clase C2; de�nida
en una vecindad O deM en H, tal queM = 	�1(a0) para un valor regular a0 de 	.

De�nición 5.6 El campo gradiente de J sobreM es aquél que se obtiene proyectan-
do ortogonalmente a rJ(u) sobre TuM para cada u 2M; es decir,

rMJ(u) := rJ(u)�
hrJ(u);r	(u)i
kr	(u)k2

r	(u):

TomandoO más pequeña en caso necesario, podemos suponer sin perder generalidad
que r	(u) 6= 0 para todo u 2 O: El Ejercicio 5.2 asegura entonces que rMJ es
localmente Lipschitz.

De�nición 5.7 El �ujo gradiente negativo de J sobreM es la solución del prob-
lema de Cauchy �

d
dt
�(t; u) = �rMJ(�(t; u));
�(0; u) = u:

Observa que rMJ(u) = 0 si y sólo si u es un punto crítico de J sobre M: Es
decir, los puntos críticos de J sobreM son los puntos estacionarios del �ujo gradiente
negativo de J sobreM.
Para cada u 2M se cumple que

d

dt
J(�(t; u)) = hrJ(�(t; u)); d

dt
�(t; u)i

= hrJ(�(t; u));�rMJ(�(t; u))i (5.2)

= �krMJ(�(t; u))k2:

En consecuencia, la función t 7! J(�(t; u)) es decreciente.

5.2. La categoría de Lusternik-Schnirelmann

5.2.1. Motivación

El problema que nos interesa es el siguiente: ¿Cómo podemos obtener una cota infe-
rior para el número de puntos críticos de una función diferenciable sobre una variedad?
Empecemos mirando un ejemplo.
Denotemos por T al toro de revolución en R3 que se obtiene rotando al círculo

f(x1; x2; x3) : x21+(x2� 2)2 = 1; x3 = 0g alrededor del eje-x1 y consideremos la función
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f(x1; x2; x3) = x3: Los puntos críticos de f en T son aquéllos puntos x en los que el
plano tangente a T es perpendicular a rf(x) = (0; 0; 1): Es decir, los puntos

�1 = (0; 0;�3); �2 = (0; 0;�1); �3 = (0; 0; 1); �4 = (0; 0; 3):

f

Denotemos por ci := f(�i) a los valores críticos.
Intuitivamente, podemos visualizar al �ujo gradiente negativo de f sobre T como

sigue: si colocamos una gotita de aceite sobre un punto x del toro, el camino que describe
al escurrir sobre la super�cie del toro es el que describe la trayectoria t 7! �(t; x) del
�ujo gradiente negativo (pero la velocidad es distinta, ya que las trayectorias del �ujo
no alcanzan a llegar a los puntos críticos).
Para cada a 2 R considera el conjunto de subnivel

fa := fx 2 T : f(x) � ag:

Observa que, para todos los valores a 2 (c1; c2); los conjuntos fa son homeomorfos a un
disco:

Ja

En cambio, J c2 es topológicamente distinto a Ja; pues mientras que, siguiendo el �ujo
gradiente negativo, podemos contraer Ja al punto �1; no es posible contraer J

c2 a un
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punto, de ningún modo, sin salirnos de T !

J c1

Observa que los valores críticos son justamente aquéllos para los cuales J c es topológi-
camente distinto a J c�"; " > 0:
Nota también que, si le quitamos a J ci una vecindad su�cientemente pequeña B�(�i)

de �i; el �ujo transporta a J
ci+"rB�(�i) dentro J ci�": De este modo, podemos descom-

poner a T como sigue: para � > 0 su�cientemente pequeña consideremos los conjuntos

Ui := fx 2 T : �(t; x) 2 B�(�i) para algún t 2 [0;1)g;

donde B�(�i) := fx 2 T : jx� �ij < �g: Estos conjuntos resultan ser abiertos en T
y cubren a T , es decir, T = U1 [ U2 [ U3 [ U4: Más aún, siguiendo el �ujo podemos
deformar a cada Ui dentro de B�(�i) que, a su vez, se deforma en �i:
Inspirados en esta idea Lusternik y Schnirelmann de�nieron un invariante que pro-

porciona una cota inferior para el número de puntos críticos de una función sobre una
variedad en términos de la topología de ésta.

5.2.2. El teorema de Lusternik-Schnirelmann

Empecemos precisando los conceptos topológicos que acabamos de usar. Sean X un
espacio topológico, A y B subconjuntos de X:

De�nición 5.8 A es deformable a B en X si existe una función continua � : [0; 1]�
A ! X tal que �(0; x) = x y �(1; x) 2 B para todo x 2 A. Si A es deformable
a un punto en X decimos que A es contraíble en X. La función � se llama una
deformación de A a B en X:

Ejercicio 5.9 Prueba que la esfera unitaria SN�1 := fx 2 RN : jxj = 1g es contraíble
en RN (¡pero no es contraíble en sí misma!).

Ejercicio 5.10 Prueba que, si � : [0; 1]� A! X es una deformación de A a B en X
y U es contraíble en X, entonces fx 2 A : �(1; x) 2 Ug es contraible en X:

A principios del siglo pasado Lusternik y Schnirelmann introdujeron el siguiente
invariante que hoy lleva sus nombres.
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De�nición 5.11 La categoría de Lusternik-Schnirelmann de A en X es el mín-
imo número de subconjuntos U1; : : : ; Uk abiertos de X que son contraíbles en X y que
cubren a A; es decir, A � U1 [ � � � [ Uk: Dicho número se denota

catX(A); cat(X) := catX(X):

Si no existe un número �nito de subconjuntos de X con esas propiedades, se de�ne
catX(A) :=1:

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.12 Si SN�1 := fx 2 RN : jxj = 1g es la esfera unitaria en RN entonces
cat(SN�1) = 2:

Demostración: Los conjuntos U+ := fx 2 SN�1 : xN 6= 1g y U� := fx 2 SN�1 :
xN 6= �1g son abiertos, contraíbles y cubren a SN�1: De modo que, cat(SN�1) � 2:
Como SN�1 no es contraíble en sí mismo, concluimos que cat(SN�1) = 2:

Ejemplo 5.13 cat(T ) = 3:

Demostración: T se obtiene identi�cando los lados opuestos del cuadrado [0; 1] �
[0; 1]: La descomposición del cuadrado que se ilustra en la siguiente �gura

da lugar a una descomposición de T en tres abiertos, las regiones roja, azul y amarilla
respectivamente, cada una de las cuales es contraíble en T : De modo que cat(T ) � 3:
Obtener una cota inferior es más complicado. Usando métodos de topología algebraica,
como los descritos en [30], se prueba que cat(T ) � 3:

En [39] Lusternik y Schnirelmann demuestran el siguiente resultado.

Teorema 5.14 (Lusternik-Schnirelmann �1930) Si M es una subvariedad com-
pacta de clase C2 de RN , cualquier función f : RN ! R de clase C2 tiene al menos
cat(M) puntos críticos sobreM.
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Su demostración se basa en las ideas que describimos cuando analizamos la función
f(x1; x2; x3) = x3 en el toro T . El punto crucial es el siguiente: siM es una subvariedad
compacta de clase C2 de RN y f : RN ! R es de clase C2; las trayectorias del �ujo
gradiente negativo de f sobreM tienden siempre a algún punto crítico de f sobreM
cuando t!1. Esto no necesariamente ocurre cuando la variedad no es compacta. Por
ejemplo, si M = R; todas las trayectorias del �ujo gradiente negativo de la función
exponencial exp : R! R tienden a �1: La siguiente �gura ilustra el comportamiento
de las trayectorias del �ujo de una función f : R ! R en distintos puntos: los puntos
rojos son estacionarios, las trayectorias de los puntos verdes tienden a un mínimo,
mientras que la trayectoria del punto azul tiende a �1:

El Teorema 5.14 no es cierto siM no es compacta, pues cat(R) = 1 pero la función
exponencial no tiene ningún punto crítico. Por otra parte, siM es compacta, forzosa-
mente es de dimensión �nita. De modo que el Teorema 5.14 no se aplica a la situación
que nos interesa. El objetivo de la siguiente sección es dar condiciones que nos permitan
extender este resultado.

5.3. Multiplicidad de puntos críticos

En lo sucesivoM denotará a una subvariedad de Hilbert de clase C2 de un espacio
de Hilbert H, J : H ! R a una función de clase C2 y rMJ al gradiente de J sobreM.

5.3.1. El lema de deformación

A principios de los años 60�s Palais y Smale observaron que, si bien no es posible
extender el teorema de Lusternik-Schnirelmann de modo tal que cat(M) sea una cota
inferior para el número de puntos críticos de cualquier función en M, sí lo es si nos
restringimos a funciones adecuadas, es decir, a aquéllas cuyo �ujo gradiente negativo
tiende a algún punto crítico.
La siguiente condición fue introducida por Palais y Smale en [44], donde la llamaron

la condición (C). En la actualidad lleva su nombre.

De�nición 5.15 Una sucesión que cumple

uk 2M, J(uk)! c y rMJ(uk)! 0;
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se llama una sucesión de Palais-Smale para J sobre M en c: Se dice que J sat-
isface la condición de Palais-Smale (PS)M,c si toda sucesión de este tipo contiene
una subsucesión convergente en H: Diremos simplemente que J satisface la condición
de Palais-Smale sobre M si cumple (PS)M,c para todo c 2 R:

Nota que, comoM es cerrada en H; el límite u de tal subsucesión pertenece aM
y es un punto crítico de J sobreM, ya que rMJ es continuo. Observa además que, si
M es compacta, cualquier J satisface esta condición. Esto no es cierto en general: la
sucesión uk := �k es de Palais-Smale para la función exponencial exp : R ! R y no
contiene ninguna subsucesión convergente.
Para X � R; a 2 R y � > 0 denotamos

J�1X : = fu 2M : J(u) 2 Xg;
Ja : = fu 2M : J(u) � ag;
Ka : = fu 2M : J(u) = a; rMJ(u) = 0g;

B�(Ka) : = fu 2M : dist(u;Ka) < �g; (5.3)

donde

dist(u;A) := ��nffku� vk : v 2 Ag si A 6= ;; y dist(u; ;) :=1:

Se cumple lo siguiente.

Lema 5.16 (a) Si J satisface (PS)M,c entonces Kc es compacto (posiblemente vacío).
(b) Si J satisface (PS)M,c para todo c 2 [a; b]; con �1 < a � b <1; entonces, dado
� > 0, existe " > 0 tal que

krMJ(u)k �
"

�
8u 2 J�1[a� "; b+ "] n

S
c2[a;b]

B�(Kc):

Demostración: La a�rmación (a) es consecuencia inmediata de (PS)M,c:
(b): Argumentando por contradicción, supongamos que existe una sucesión (uk) tal que

uk 2M n
S

c2[a;b]
B�(Kc); J(uk) 2 [a�

1

k
; b+

1

k
]; krMJ(uk)k <

1

�k
:

Esta sucesión contiene una subsucesión (ukj) tal que J(ukj) ! c 2 [a; b] y, como J
satisface (PS)M,c; ésta contiene a su vez una subsucesión que converge a un punto
u 2 Kc \ (MnB�(Kc)) ; lo cual es una contradicción.
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Proposición 5.17 (Lema de deformación) (a) Si J satisface (PS)M,c entonces,
dada � > 0 existe " > 0 tal que J c+" nB3�(Kc) es deformable a J c�" enM.
(b) Si J satisface (PS)M,c y Kc = ; para todo c � a, entoncesM es deformable a Ja

enM.

Demostración: (a): El Lema 5.16 asegura que existe " > 0 tal que

krMJ(u)k �
2"

�
8u 2 J�1[c� 2"; c+ 2"] nB�(Kc):

Sean

A :=
�
Mr J�1[c� 2"; c+ 2"]

�
[B�(Kc); B := J�1[c� "; c+ "]rB2�(Kc):

La función � :M! R dada por

�(u) :=
dist(u;A)

dist(u;A) + dist(u;B)
:

es localmente Lipschitz y cumple que �(u) = 1 si u 2 B y �(u) = 0 si u 2 A: El campo
vectorial

�(u) :=

(
��(u) rMJ(u)

krMJ(u)k2 si rMJ(u) 6= 0;
0 si u 2 A;

es localmente Lipschitz y tangente aM, y cumple que k�(u)k � �
2"
para todo u 2 M.

En consecuencia, el �ujo generado por � es global, es decir, existe una función continua
� : R�M!M tal que �

d
dt
�(t; u) = �(�(t; u));
�(0; u) = u:

Observa que

d

dt
J(�(t; u)) =

�
rJ(�(t; u)); d

dt
�(t; u)

�
= hrJ(�(t; u)); �(�(t; u))i = ��(�(t; u)):

(5.4)
Así que, como � � 0, J(�(t; u)) es decreciente en t: De�nimos �(s; u) := �(2"s; u):
Entonces �(0; u) = u para todo u 2 M. Sea u 2 J c+" n B3�(Kc): Consideramos dos
casos:
(1) Si �(s; u) 2 J c�" para algún s 2 [0; 1] entonces, puesto que J(�(s; u)) es decreciente
en s, se tiene que �(1; u) 2 J c�":
(2) Si �(s; u) 2 J�1[c � "; c + "] para todo s 2 [0; 1]; del teorema del valor medio [14,
Teorema 9.14] se sigue que

k�(t; u)� uk � m�ax
s2[0;t]

 dds�(s; u)
 t � �t

2"
� � 8t 2 [0; 2"]:
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Como u =2 B3�(Kc); la desigualdad anterior implica que �(t; u) 2 B para todo t 2 [0; 2"]
y usando (5.4) concluimos que

J(�(2"; u))� J(u) =

Z 2"

0

d

ds
J(�(s; u))ds = �

Z 2"

0

�(�(s; u))ds = �2":

Por tanto, J(�(1; u)) = J(u)� 2" � c� " y � es la deformación deseada.
(b): El Lema 5.16 asegura que existe d < a tal que rMJ(u) 6= 0 si J(u) � d: Sea
% 2 C1(R) tal que 0 � % � 1, %(x) = 0 si x � d y %(x) = 1 si x � a: De�nimos

�(u) :=

(
�%(J(u)) rMJ(u)

krMJ(u)k2 si J(u) � d;

0 si J(u) � d;

y denotamos por � al �ujo asociado a �: Observa que

d

dt
J(�(t; u)) =

�
rJ(�(t; u)); d

dt
�(t; u)

�
= hrJ(�(t; u)); �(�(t; u))i = �%(J(�(t; u))):

(5.5)
para todo t 2 [0; t+(u)): En consecuencia, J(�(t; u)) es decreciente en t para t 2
[0; t+(u)):
Sea u 2 M con J(u) � d. El Lema 5.16 asegura que existe " > 0 tal que

krMJ(v)k � " para todo v 2 J�1[d � "; J(u) + "]: Por tanto, k�(v)k � 1=" para
todo v 2 J�1(�1; J(u) + "]: En particular,

k�(�(t; u))k � 1=" 8t 2 [0; t+(u)):

Esto prueba que t+(u) =1 para todo u 2M.
De�nimos

�(u) := m�axfJ(u)� a; 0g y �(s; u) := �(s �(u); u):

Entonces � : [0; 1] � M ! M está bien de�nida, es continua y �(0; u) = u: Si
J(�(1; u)) = J(�(�(u); u)) � a; entonces J(�(t; u)) � a para t 2 [0; �(u)] y la iden-
tidad (5.5) implica que

J(�(�(u); u))� J(u) = �
Z �(u)

0

%(J(�(t; u)))dt = ��(u) = �J(u) + a:

Por tanto, J(�(1; u)) = a y � es la deformación deseada.

Ejercicio 5.18 Prueba que los campos � : M ! H de�nidos en la demostración
de cada una de las a�rmaciones (a) y (b) de la proposición anterior son localmente
Lipschitz.
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5.3.2. El teorema de Lusternik-Schnirelmann en variedades de
Hilbert

Usaremos el lema de deformación para extender el Teorema 5.14. Empezaremos
probando algunas propiedades de la categoría. Para enunciarlas requerimos la siguiente
de�nición.

De�nición 5.19 Un espacio métrico Y es un retracto absoluto de vecindad (ANR)
si para cualquier función continua f : A ! Y de�nida en un subconjunto cerrado A
de un espacio métrico X existen una vecindad U de A en X y una función continua
F : U ! Y tal que F jA= f:

Ejercicio 5.20 Prueba que cualquier subconjunto abierto de un ANR es un ANR y
que todo retracto de un subconjunto abierto de un ANR es un ANR:

El teorema de extensión de Tietze-Urysohn asegura que RN es un ANR. Puedes
consultar este resultado en [21]. Dado que toda subvariedad de clase C1 de RN es
retracto de una vecindad tubular, resulta también ser un ANR: Lo mismo vale para
variedades de Hilbert:

Proposición 5.21 Toda subvariedad de clase C1 de un espacio de Hilbert es un ANR:

Demostración: Consulta [41].

Un subconjunto Z de X es localmente cerrado en X si es la intersección de un
subconjunto abierto y un subconjunto cerrado de X:

Lema 5.22 Si X es un ANR y Z es localmente cerrado y contraíble en X; entonces
Z tiene una vecindad contraíble en X:

Demostración: Sean U un subconjunto abierto de X tal que Z es cerrado en U
y � : [0; 1] � Z ! X una deformación de Z a un punto x0 en X: De�nimos Y :=
([0; 1]� Z) [ (f0; 1g � U) y f : Y ! X como

f(t; z) := �(t; z) si (t; z) 2 [0; 1]� Z;
f(0; x) := x; f(1; x) := x0; si x 2 X:

Como Y es cerrado en [0; 1]�U; existen un abierto W en [0; 1]�U que contiene a Y y
una función continua F : W ! X tal que F jY= f: Para probar la a�rmación del lema
bastará probar que existe una vecindad V de Z en X tal que [0; 1]� V � W pues, en
tal caso, F j[0;1]�V es una deformación de V a x0 en X:



60 5. LA TEORíA DE LUSTERNIK-SCHNIRELMANN

Ahora bien, comoW es abierto en [0; 1]�X; para cada (t; z) 2 [0; 1]�Z existen abiertos
I(t;z) en [0; 1] y V(t;z) en X tales que (t; z) 2 I(t;z) � V(t;z) � W: Puesto que [0; 1] � fzg
es compacto, existen t1; :::; tm 2 [0; 1]; tales que

[0; 1]� fzg �
mS
i=1

�
I(ti;z) � V(ti;z)

�
y, en consecuencia, [0; 1] � fzg � [0; 1] � Vz donde Vz :=

Tm
i=1 V(ti;z) es abierto en X:

Así, V :=
S
z2Z Vz es abierto en X; contiene a Z y [0; 1]� V � W:

Proposición 5.23 Sean X un ANR y A;B � X: Entonces catX tiene las siguientes
propiedades:
(1) No trivialidad: catX(A) = 0 si y sólo si A = ;:
(2) Subaditividad: catX(A [B) � catX(A) + catX(B):
(3) Monotonía bajo deformaciones: Si A es cerrado y es deformable a B en X;
entonces catX(A) � catX(B):
(4) Continuidad: Si A es cerrado en X; existe una vecindad U de A en X tal que
catX(U) = catX(A):
(5) Finitud: Si A = fxg entonces catX(A) = 1: Si A es compacto entonces catX(A) <
1:

Demostración: Las primeras dos propiedades son inmediatas. Probemos las restantes.
(3): Sea � : [0; 1] � A ! X una deformación de A a B en X: Si catX(B) = 1 no hay
nada que probar. Si catX(B) = k < 1; existen k subconjuntos U1; : : : ; Uk abiertos
y contraíbles en X que cubren a B: Sea Ai := fx 2 A : �(1; x) 2 Uig: Observa que
A = A1 [ � � � [ Ak y, como Ai es abierto en A, es localmente cerrado en X: Por otra
parte, dado que Ui es contraíble en X, existe una deformación �i : [0; 1]�Ui ! X a un
punto xi de X: De�nimos e�i : [0; 1]� Ai ! X como

e�i(t; x) := � �(2t; x) si t 2
�
0; 1

2

�
;

�i(2t� 1; �(1; x)) si t 2
�
1
2
; 1
�
:

Entonces e�i es una deformación de Ai a xi en X: El Lema 5.22 asegura que existe un
abierto contraíble Vi en X que contiene a Ai: En consecuencia, A � V1 [ � � � [ Vk; lo
que prueba que catX(A) � k = catX(B):
(4): Por la propiedad anterior, catX(A) � catX(B) si A � B: De modo que, si
catX(A) =1; cualquier vecindad de A cumple lo que queremos. Si catX(A) = k <1
y U1; : : : ; Uk son subconjuntos abiertos y contraíbles en M que cubren a A; entonces
U := U1 [ � � � [ Uk es una vecindad de A y catX(U) = catX(A):
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(5): Si x 2 X, el Lema 5.22 asegura que existe un subconjunto Ux abierto contraíble en
X que contiene a x: Por tanto, catX(fxg) = 1: Más aún, si A es compacto, la cubierta
fUx : x 2 Ag de A contiene una subcubierta �nita. Por tanto, catX(A) <1:

En [16] puedes encontrar otros ejemplos de invariantes que satisfacen las propiedades
anteriores. Estas propiedades, junto con el lema de deformación, permiten demostrar el
siguiente teorema; compara el enunciado de éste con el del teorema original de Palais
en [42].

Teorema 5.24 (Palais 1966) Si J está acotada inferiormente en M y satisface la
condición de Palais-Smale sobreM, entonces

cat(M) �
P
c2R
catM(Kc); (5.6)

donde Kc := fu 2 M : J(u) = c; rMJ(u) = 0g: En particular, J tiene al menos
cat(M) puntos críticos sobreM.
Más aún, si cat(M) = 1; entonces el conjunto de valores críticos de J sobre M no
está acotado.

Demostración: Sea � := fc 2 R : Kc 6= ;g el conjunto de valores críticos de J
sobreM. Si � no está acotado, la desigualdad (5.6) se satisface trivialmente. Si � está
acotado, escogemos � < ��nfM J y � > sup�: Entonces catM(J�) = 0 y el lema de
deformación implica que cat(M) = catM(J�):
Para cada c 2 R escogemos una vecindad U de Kc enM tal que catM(Kc) = catM(U):
Como Kc es compacto, existe � > 0 tal que B3�(Kc) � U: El lema de deformación
asegura que existe " > 0 tal que J c+" nB3�(Kc) es deformable J c�" enM y, usando las
propiedades de la categoría, concluimos que

catM(J c+") � catM(J c+" nB3�(Kc)) + catM(B3�(Kc)) � catM(J c�") + catM(Kc):

Los intervalos (c� "; c+ ") construidos de esta manera forman una cubierta abierta de
R, así que hay un número �nito ellos que cubre a [�; �]: Escogemos c1; c2; : : : ; ck 2 [�; �]
y "1; : : : ; "k > 0 de modo que c1 = �; ck = �;

cj+1 � "j+1 � cj + "j 8j = 1; : : : ; k � 1;
catM(J cj+"j) � catM(J cj�"j) + catM(Kcj) 8j = 1; : : : ; k: (5.7)

Iterando las desigualdades (5.7) obtenemos

cat(M) = catM(J�) � catM(J�) +
kP
j=1

catM(Kcj) =
kP
j=1

catM(Kcj) <1:



62 5. LA TEORíA DE LUSTERNIK-SCHNIRELMANN

Esto demuestra la desigualdad (5.6), y prueba que � no está acotado si cat(M) = 1.
Finalmente, como la cardinalidad deKcj es al menos catM(Kcj), concluimos que J tiene
al menos cat(M) puntos críticos enM.

Con este hermoso resultado en la mano, volvamos al problema que nos interesa.
Para aplicar el Teorema 5.24 al problema (5.10) tenemos que calcular la categoría de
Lusternik-Schnirelmann de la variedad de Nehari. Observa que ésta es homeomorfa a
la esfera S� := fu 2 H1

0 (
) : kuk� = 1g: En efecto: la función h : S� ! N dada por

h(u) :=
u

jujp=(p�2)p

es un homeomor�smo cuyo inverso es h�1(u) = u
kuk�

:

Estas son malas noticias, ya que la esfera unitaria en cualquier espacio de Hilbert
de dimensión in�nita es contraíble, como se in�ere de corolario del Teorema 15 en [41].
Por tanto, cat(N ) = 1: Es decir: el Teorema 5.24 no proporciona nuevas soluciones del
problema (5.10).

Un aspecto de la variedad de Nehari y del funcional J de�nido en (4.7) que no hemos
tomado en cuenta aún son sus simetrías. A continuación estudiaremos el efecto de las
simetrías sobre el número de puntos críticos.

5.4. Puntos críticos de funciones simétricas

Como antes, M denotará a una subvariedad de clase C2 de un espacio de Hilbert
H, J : H ! R a una función de clase C2 y rMJ al gradiente de J sobreM:
Supondremos además queM es simétrica, en el sentido de la De�nición 5.25, que

no contiene al origen, y que J es una función par, es decir,

J(u) = J(�u) 8u 2 H:

5.4.1. El lema de deformación simétrico

De�nición 5.25 Un subconjunto S de un espacio vectorial es simétrico si cumple
que

u 2 S () �u 2 S.
Una función f : S1 ! S2 entre dos subconjuntos simétricos S1 y S2 es impar si

f(�u) = �f(u) 8u 2 S1:
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Si M es simétrica y J es una función par, el gradiente de J sobre M resulta ser
impar, es decir,

rMJ(�u) = �rMJ(u) 8u 2M

y, en consecuencia, el �ujo gradiente negativo � es impar en u; es decir,

�(t;�u) = ��(t; u) 8(t; u) 2 D: (5.8)

Esta última a�rmación es consecuencia inmediata de la unicidad de la solución para el
problema de Cauchy. En general, se cumple lo siguiente:

Ejercicio 5.26 Prueba que, si � :M! H es un campo localmente Lipschitz tangente
aM y � es impar, entonces el �ujo generado por � satisface (5.8).

Observa además que los conjuntos de�nidos en (5.3) son simétricos. Las observa-
ciones anteriores permiten re�nar el lema de deformación como sigue.

Proposición 5.27 (Lema de deformación simétrico) (a) Si J satisface (PS)M,c

entonces, dada � > 0 existen " > 0 y una función impar f : J c+" nB3�(Kc)! J c�".
(b) Si J satisface (PS)M,c y Kc = ; para todo c � a, entonces existe una función impar
f :M! Ja.

Demostración: Basta observar que, siM es simétrica y J es par, las deformaciones
que construímos en la demostración de la Proposición 5.17 cumplen que

�(t;�u) = ��(t; u) 8t 2 [0; 1]; u 2M:

Esto se prueba fácilmente usando el Ejercicio 5.26. En ambos casos, la función f(u) :=
�(1; u) cumple lo que queremos.

Observa que en ambos casos existe una deformación impar, pero no nos hará falta
hacer uso de ella.

Ejercicio 5.28 Demuestra en detalle la proposición anterior.

5.4.2. El género de Krasnoselskii, simetrías y puntos críticos

A mediados de los años 50�s Krasnoselskii introdujo un invariante adecuado para
tratar problemas simétricos. La de�nición que daremos a continuación es distinta de la
que dió Krasnoselskii en [35]. Veremos más adelante que ambas de�niciones coinciden.
Sea S un subconjunto simétrico de H.
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De�nición 5.29 El género de Krasnoselskii de S es el mínimo número de subcon-
juntos U1; : : : ; Um simétricos y abiertos en S que cubren a S; para los cuales existe una
función continua e impar �i : Ui ! f1;�1g: Dicho número se denota

gen(S):

Si no existen subconjuntos con esas propiedades, de�nimos gen(S) :=1:

Ejemplo 5.30 Si Sm�1 := fx 2 Rm : jxj = 1g; entonces gen(Sm�1) � m:

Demostración: Para cada i = 1; : : : ;m el conjunto Ui := fx 2 Sm�1 : xi 6= 0g es
simétrico y abierto en Sm�1 y la función �i : Ui ! f1;�1g dada por

�i(x) :=

�
1 si xi > 0;

�1 si xi < 0;

es continua e impar. Claramente, Sm�1 = U1 [ � � � [ Um:

Ejemplo 5.31 Si 0 2 S entonces gen(S) :=1:

Demostración: Si 0 2 U; no existe ninguna función impar U ! f1;�1g:

Lema 5.32 (a) Si Z es simétrico y localmente cerrado en H y � : Z ! f1;�1g es
continua e impar, entonces existen V simétrico y abierto en H y � : V ! f1;�1g
continua e impar tales que Z � V y � jZ= �:
(b) Si S es simétrico y cerrado en H y gen(S) < 1; entonces gen(S) es el mínimo
número de subconjuntos V1; : : : ; Vm simétricos y abiertos en H que cubren a S; para los
cuales existe una función continua e impar �i : Vi ! f1;�1g:

Demostración: (a): Sea U abierto en H tal que Z � U y Z es cerrado en U .
El teorema de extensión de Tietze-Urysohn asegura que existe una función continuae� : U ! R tal que e�(z) = �(z) para todo z 2 Z: El conjunto

V := fu 2 U : �u 2 U; e�(u) 6= e�(�u)g
es simétrico y es un subconjunto abierto de H que contiene a Z: La función

�(u) :=
e�(u)� e�(�u)
je�(u)� e�(�u)j

es impar y continua, y coincide con � en Z:
La a�rmación (b) es consecuencia inmediata de (a), pues si Ui es abierto en S entonces
es localmente cerrado en H:
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Proposición 5.33 Sean S y R subconjuntos simétricos de H. El género de Krasnosel-
skii tiene las siguientes propiedades:
(1) No trivialidad: gen(S) = 0 si y sólo si S = ;:
(2) Subaditividad: Si S y R son cerrados, entonces gen(S [R) � gen(S)+gen(R):
(3) Monotonía: Si existe una función continua e impar f : S ! R entonces
gen(S) � gen(R):
(4) Continuidad: Si S es cerrado, existe una vecindad simétrica U de S en H tal
que gen(U) = gen(S):
(5) Finitud: Si S es compacto y no contiene al origen, entonces gen(S) < 1: Si S
es �nito y no contiene al origen, entonces gen(S) = 1:

Demostración: Las propiedades (1) y (3) son consecuencia inmediata de la De�ni-
ción 5.29. Las propiedades (2), (4) y (5) son consecuencia del Lema 5.32.

Ejercicio 5.34 Demuestra en detalle las a�rmaciones (1) a (5) de la proposición an-
terior.

La Proposición 5.33, junto con el lema de deformación simétrico, permiten demostrar
el siguiente teorema.

Teorema 5.35 Si M es simétrica y no contiene al origen, J es par, está acotada
inferiormente enM y satisface la condición de Palais-Smale sobreM, entonces

gen(M) �
P
c2R
gen(Kc);

donde Kc := fu 2 M : J(u) = c; rMJ(u) = 0g: En particular, J tiene al menos
gen(M) pares de puntos críticos �u sobreM.
Más aún, si gen(M) = 1; entonces el conjunto de valores críticos de J sobre M no
está acotado.

Demostración: La demostración es formalmente idéntica a la del Teorema 5.24.

El teorema anterior es válido para simetrías más generales que las que hemos con-
siderado aquí; lo que puedes constatar si consultas [17].

Ejercicio 5.36 Demuestra en detalle el Teorema 5.35.
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5.4.3. Calculando el género

La siguiente caracterización del género es la de�nición que dió Krasnoselskii en [35].

Proposición 5.37 Sea S un subconjunto cerrado y simétrico de H y m 2 N. Entonces
gen(S) � m si y sólo si existe una función impar y continua S ! Sm�1:

Demostración: Si existe una función impar y continua S ! Sm�1; la monotonía del
género y el Ejemplo 5.30 implican que

gen(S) � gen(Sm�1) � m:

Supongamos ahora que gen(S) � m: Sean U1; :::; Um subconjuntos simétricos y abiertos
en S tales que S = U1 [ � � � [ Um; y �i : Ui ! f1;�1g funciones impares y continuas.
De�nimos �i : S ! [0; 1] como sigue:

�i(u) :=
dist(u;X r Ui)
mP
i=1

dist(u;X r Ui)
; i = 1; :::;m:

Nota que el denominador es estrictamente positivo. La función �i es continua y cumple
que

�i(u) = �i(�u) y
mP
i=1

�i(u) = 1 8u 2 S: (5.9)

Sea fe1; :::; emg la base canónica de Rm: La función f : S ! Sm�1 dada por

f(u) :=

mP
i=1

�i(u)�i(u)ei���� mP
i=1

�i(u)�i(u)ei

����
está bien de�nida y es impar y continua.

Ejercicio 5.38 (a) Cerciórate de que �i es continua y cumple (5.9).
(b) Cerciórate de que f está bien de�nida, es decir, comprueba que

mP
i=1

�i(u)�i(u)ei 6= 0 8u 2 S:

Durante una plática que sostuvieron en el Café Escocés por el año de 1930, Borsuk
y Ulam conjeturaron el siguiente resultado, que ahora conocemos como el teorema de
Borsuk-Ulam. Fue Borsuk quien lo demostró en detalle y lo publicó en [10]. Lo usaremos
para calcular el género de una esfera.
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Teorema 5.39 (Borsuk-Ulam) Si k < m no existe ninguna función continua e im-
par Sm ! Sk:

Demostración: Consulta por ejemplo [47].

Corolario 5.40 (a) gen(Sm�1) = m:
(b) Si H es un espacio de Hilbert de dimensión in�nita y SH := fu 2 H : kuk = 1g es
la esfera unitaria, entonces gen(SH) =1:

Demostración: (a): El Ejemplo 5.30 asegura que gen(Sm�1) � m: De la Proposición
5.37 y el teorema de Borsuk-Ulam se sigue que gen(Sm�1) � m:
(b): Si dimH = 1 entonces, para cada m 2 N, existe una isometría lineal Rm ! H:
Ésta induce una función continua e impar Sm�1 ! SH : Por tanto,

m = gen(Sm�1) � gen(SH)

para todo m 2 N. Esto prueba que gen(SH) =1:

Ejercicio 5.41 Sea T el toro de revolución en R3 que se obtiene rotando al círculo
f(x1; x2; x3) : x21 + (x2 � 2)2 = 1; x3 = 0g alrededor del eje-x1. Prueba que T es
simétrico y calcula su género.

Ejercicio 5.42 Prueba que cualquier función par f : Sm�1 ! R de clase C2 tiene al
menos m pares de puntos críticos ��1; : : : ;��m sobre Sm�1:

5.5. In�nidad de soluciones de un problema de Dirich-
let semilineal

Sean 
 un dominio acotado en RN , N � 3; � 2 (��1(
);1) y p 2 (2; 2�). Probare-
mos que el problema �

��u+ �u = jujp�2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

(5.10)

tiene una in�nidad de soluciones.
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5.5.1. La condición de Palais-Smale

El producto escalar que le daremos a H1
0 (
) es el de�nido como

hu; vi� :=
Z



(ru � rv + �uv) (5.11)

y denotaremos por k�k2� a la norma inducida por él. Recuerda que las soluciones no
triviales de (5.10) son los puntos críticos del funcional J : H1

0 (
)! R dado por

J(u) =
1

2
kuk2� �

1

p
jujpp

sobre la variedad de Nehari

N = fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
� = juj

p
pg = 	�1(0);

donde 	 : H1
0 (
)r f0g ! R es la función dada por

	(u) = kuk2� � jujpp:

Denotemos por rJ y r	 a los gradientes de J y 	 respecto al producto escalar (5.11),
es decir,

rJ(u) = u�r�(u); r	(u) = 2u� pr�(u)

donde

�(u) :=
1

p
jujpp :

Entonces,

h�(u); vi� =
Z



jujp�2 uv 8u; v 2 H1
0 (
);

y usando las desigualdades de Hölder y Sobolev obtenemos

jhr�(u); vi�j �
Z



jujp�1 jvj � jujp�1p jvjp � C jujp�1p kvk� 8u; v 2 H1
0 (
): (5.12)

Remplazando v por r�(u) en la desigualdad anterior concluimos que

kr�(u)k� � C jujp�1p 8u 2 H1
0 (
): (5.13)

Proposición 5.43 J satisface la condición de Palais-Smale sobre N .
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Demostración: Sea (uk) una sucesión en N tal que J(uk) ! c y rNJ(uk) ! 0:
Entonces

p� 2
2p

kukk2� =
p� 2
2p

jukjpp = J(uk)! c > 0;

y, como rNJ(uk)! 0 y (uk) está acotada en H1
0 (
); se tiene que

hrNJ(uk); uki� ! 0: (5.14)

Probaremos primero que rJ(uk)! 0: Expresamos rJ(uk) como

rJ(uk) = rNJ(uk) + tkr	(uk); tk 2 R: (5.15)

Multiplicando esta igualdad escalarmente por uk y usando la Proposición 4.19 con-
cluimos que existe c1 > 0 tal que

jhrNJ(uk); uki�j = jhrJ(uk); uki� � tk hr	(uk); uki�j = jtkj (p� 2)kukk2� � c1 jtkj :

De modo que (5.14) implica que tk ! 0: Por otra parte, usando la desigualdad (5.13),
concluimos que existe una constante c2 > 0 tal que

kr	(uk)k� � 2kukk� + pkr�(uk)k� � 2kukk� + pC jukjp�1p � c2

para todo v 2 H1
0 (
): Así pues, como (r	(uk)) está acotada, rNJ(uk)! 0 y tk ! 0;

de la identidad (5.15) se sigue que rJ(uk)! 0:
Probemos ahora que (uk) contiene una subsucesión convergente. Los Teoremas 3.9 y
3.23 aseguran que (uk) contiene una subsucesión - a la que seguimos denotando (uk)
para no complicar la notación - tal que

uk * u débilmente en H1
0 (
);

uk ! u fuertemente en Lp(
):

Se sigue entonces de (5.12) que

jhr�(uk); uk � ui�j � jukj
p�1
p juk � ujp � c3 juk � ujp ! 0:

Por tanto,

0 = l��m
k!1

hrJ(uk); uk � ui� = l��m
k!1

huk; uk � ui� � l��m
k!1

hr�(uk); uk � ui�
= l��m

k!1
huk; uk � ui� = l��m

k!1
kukk2� � l��m

k!1
huk; ui� = l��m

k!1
kukk2� � kuk

2
� :

La Proposición 3.6 asegura entonces que

uk ! u fuertemente en H1
0 (
);

lo que demuestra que J satisface la condición de Palais-Smale sobre N .
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5.5.2. In�nidad de soluciones

Estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.44 Si 
 es un dominio acotado en RN , N � 3; � 2 (��1(
);1) y p 2
(2; 2�), el problema (5.10) tiene una sucesión de soluciones (uk) que satisfacen

l��m
k!1

kukk2� =1:

Demostración: Aplicaremos el Teorema 5.35. Observa que 0 =2 N y que

u 2 N , �u 2 N y J(u) = J(�u) 8u 2 H1
0 (
):

Las Proposiciones 4.19 y 5.43 aseguran que J está acotada inferiormente enN y satisface
la condición de Palais-Smale sobre N . Sea S� := fu 2 H1

0 (
) : kuk� = 1g la esfera
unitaria. La función h : S� ! N dada por

h(u) :=
u

jujp=(p�2)p

es impar y continua. Usando el Corolario 5.40 y la monotonía del género concluimos
que

1 = gen(S�) � gen(N ):
El Teorema 5.35 asegura entonces que J tiene una sucesión no acotada de valores críticos
sobre N , es decir, existe una sucesión de puntos críticos (uk) de J sobre N tal que

J(uk) =
p� 2
2p

kukk2� !1:

Esto concluye la demostración.

5.6. El principio variacional de Ekeland

5.7. Conclusiones

Para probar que el problema (5.10) tiene una in�nidad de soluciones usamos dos
hechos fundamentales:

que el problema tiene simetrías, y

que el funcional asociado satisface la condición de Palais-Smale.

Los siguientes comentarios ilustran algo de lo que ocurre cuando esto no se cumple.
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5.7.1. Perturbación de simetrías

Una pregunta natural, que a la fecha carece de una respuesta adecuada, es: ¿Hasta
que punto son importantes las simetrías para la existencia de una in�nidad de solu-
ciones? ¿No basta con que la complejidad de la grá�ca del funcional de energía sea
semejante a la provocada por las simetrías?
Un ejemplo bien interesante es el siguiente: considera el problema�

��u = jujp�2 u+ f en 
;
u = 0 sobre @
;

(5.16)

donde 
 es un dominio acotado de RN ; N � 3; p 2 (2; 2�) y f 2 L2(
): Éste es un
problema variacional. Sus soluciones son los puntos críticos del funcional

J(u) :=
1

2

Z



jruj2 � 1
p

Z



jujp �
Z



fu

en H1
0 (
): No es difícil comprobar que este funcional satisface la condición de Palais-

Smale. Observa, sin embargo, que no es un funcional par. Así que no es posible aplicar
el Teorema 5.35 para obtener soluciones.
El primer resultado de multiplicidad para este problema lo obtuvieron independien-

temente Bahri y Beresticki [4] y Struwe [48] a principios de los años 80�s: demostraron
que para p > 2 su�cientemente pequeña y cualquier f 2 L2(
) el problema tiene una
in�nidad de soluciones. El mejor resultado con el que se cuenta actualmente se debe a
Bahri y Lions en [6], y es el siguiente:

Teorema 5.45 (Bahri-Lions 1988) El problema (5.16) tiene una in�nidad de solu-
ciones para cualquier f 2 L2(
) si p 2 (2; (2N � 2)=(N � 2)):

Nota que (2N � 2)=(N � 2) < 2�: Por otra parte, Bahri probó en [11] el siguiente
resultado:

Teorema 5.46 (Bahri 1981) Si p 2 (2; 2�); el problema (5.16) tiene una in�nidad de
soluciones para casi toda f 2 L2(
); es decir, para toda f en un subconjunto denso de
L2(
):

Este resultado induce a conjeturar lo siguiente:

Conjectura 5.47 El problema (5.16) tiene una in�nidad de soluciones para toda f 2
L2(
) y para todo p 2 (2; 2�):

Esta conjetura continúa siendo, a la fecha, un problema abierto.
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5.7.2. Falta de compacidad

El teorema de Rellich-Kondrashov no es cierto si 
 no es acotado o p � 2�: Esto
impide extender los argumentos que usamos para probar los resultados de los capítulos
anteriores. De hecho, esos resultados no son válidos en general. Estudiaremos estas dos
situaciones en los siguientes capítulos.



Capítulo 6

Problemas elípticos en dominios no
acotados

El objetivo de este capítulo es estudiar problemas del tipo�
��u+ V (x)u = jujp�2 u;

u 2 H1
0 (
);

donde 
 es un dominio exterior en RN , N � 3, p 2 (2; 2�) y V : RN ! R es una función
continua y acotada tal que ��nfRN V > 0.
Un dominio exterior es un dominio cuyo complemento RN r 
 es acotado, posi-

blemente vacío. Es decir, RN mismo es un dominio exterior.
Los problemas elípticos en RN son particularmente relevantes en física. ...

6.1. El problema autónomo

En toda esta sección supondremos que 
 es un dominio en RN , N � 3 y p 2 (2; 2�).
Nuestro primer objetivo es estudiar la existencia de soluciones al problema�

��u+ u = jujp�2 u;
u 2 H1

0 (
);
(6.1)

cuando 
 es un dominio exterior.

6.1.1. Formulación variacional del problema

De�nición 6.1 Una solución de (6.1) es una función u 2 H1
0 (
) que satisfaceZ




ru � rv +
Z



uv =

Z



jujp�2 uv 8v 2 H1
0 (
):

73



74 6. PROBLEMAS ELíPTICOS EN DOMINIOS NO ACOTADOS

Como en el caso de dominios acotados, consideramos el funcional J : H1
0 (
) ! R

dado por

J(u) =
1

2
kuk21 �

1

p
jujpp ; (6.2)

donde

kuk21 =
�Z




�
jruj2 + u2

��1=2
; jujpp =

�Z



jujp
�1=p

;

son las normas en H1
0 (
) y L

p(
) respectivamente. Este funcional es de clase C2 y su
derivada está dada por

J 0(u)v =

Z



ru � rv +
Z



uv �
Z



jujp�2 uv;

de modo que las soluciones del problema (6.1) son los puntos críticos de J: También en
este caso

N = fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; J 0(u)u = 0g

= fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
1 = juj

p
pg

es una variedad de clase C2 y las soluciones no triviales del problema (6.1) son los puntos
críticos de la restricción de J a esta variedad, que se llama la variedad de Nehari.
Sin embargo, el argumento que usamos para demostrar la existencia de un punto

crítico cuando 
 es acotado (ver subsección 4.2.4) no se puede aplicar cuando 
 es un
dominio exterior, ya que el teorema de Rellich-Kondrashov no vale en en ese caso.

Proposición 6.2 Si 
 es un dominio exterior en RN , la inclusión H1
0 (
) ,! Lp(
) no

es un operador compacto.

Demostración: Sean ' 2 C1c (RN); ' 6= 0; y (�k) una sucesión en 
 tal que
j�kj ! 1: De�nimos 'k(x) := '(x� �k): Nota que sop('k) � 
 para k su�cientemente
grande, así que 'k 2 H1

0 (
) para tales k: Claramente k'kk1 = k'k1 y j'kjp = j'jp :
Observa además que, si  2 C1c (
); entonces  y 'k tienen soportes ajenos para k
su�cientemente grande. En consecuencia,

l��m
k!1

Z



 'k = 0 8 2 C1c (
):

Si alguna subsucesión ('kj) convergiese a v en L
p(
); tendríamos queZ




 v = 0 8 2 C1c (
):
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Por tanto, v = 0: Pero también se tendría que

jvjp = l��m
j!1

j'kj jp = j'jp 6= 0;

lo cual es una contradicción. En consecuencia, ninguna subsucesión de ('k) converge
en Lp(
):

Más adelante veremos que, si 
 es un dominio exterior distinto de RN ; J no alcanza
su mínimo en N :

6.1.2. Dominios simétricos

El espacio vectorial B(RN ;RN) de las funciones lineales de RN en sí mismo es un
espacio de Banach con la norma de�nida en (4.1). Identi�cándolo con el espacio de
matrices de N �N de la manera usual, observamos que tiene dimensión �nita N2; así
que cualesquiera dos normas en él son equivalentes.
Denotaremos por O(N) al grupo de todas las isometrías lineales de RN ; es decir,

O(N) := fg 2 B(RN ;RN) : jgxj = jxj 8x 2 RNg

con la operación dada por la composición, a la que se suele denotar gh en vez de g � h:

Ejercicio 6.3 Prueba que, si g 2 O(N); entonces

(gx) � (gy) = x � y 8x 2 RN ;

donde x � y denota al producto escalar usual.

Proposición 6.4 O(N) es un subconjunto compacto de B(RN ;RN): La composición

O(N)�O(N)! O(N); (g; h) 7! gh; (6.3)

y la función
O(N)! O(N); g 7! g�1; (6.4)

son continuas.

Demostración: Si gk 2 O(N) y gk ! g en B(RN ;RN) entonces, para cada x 2 RN ;

jgk(x)� g(x)j � kgk � gkB(RN ;RN ) jxj ! 0:

Por tanto,
jg(x)j = l��m

k!1
jgk(x)j = jxj
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y, en consecuencia, g 2 O(N): Esto prueba que O(N) es cerrado. Por otra parte,
kgkB(RN ;RN ) � 1 para todo g 2 O(N); así que O(N) es acotado. Como B(RN ;RN) es de
dimensión �nita, el teorema de Heine-Borel asegura que O(N) es compacto. Las otras
dos a�rmaciones se dejan como ejercicio.

A un espacio topológico que tiene una estructura de grupo tal que la multiplicación
y la función que a cada elemento le asocia su inverso son continuas se le llama un
grupo topológico. De modo que la proposición anterior asegura que O(N) es un
grupo topológico compacto. De hecho, es sencillo probar que O(N) es una subvariedad
de clase C1 de RN2

y que las funciones antes mencionadas son de clase C1: Se dice
entonces que O(N) es un grupo de Lie compacto.

Ejercicio 6.5 Prueba que la composición (6.3) y la función (6.4) son continuas.

Dado un subgrupo G de O(N) y un punto x 2 RN de�nimos la G-órbita de x
como el conjunto

Gx := fgx : g 2 Gg:

Veamos algunos ejemplos. Denotaremos por

SN�1r := fy 2 RN : jyj = rg

a la esfera con centro en el origen y radio r en RN .

Ejemplo 6.6 Para cualquier subgrupo G de O(N) la G-órbita de 0 es f0g:

Ejemplo 6.7 La O(N)-órbita de x 2 RN es la esfera SN�1jxj .

Ejemplo 6.8 Si N = m+ n, identi�cando a (g; h) 2 O(m)�O(n) con la función

(g; h)(x; y) = (gx; hy); (x; y) 2 Rm � Rn � RN ;

se tiene que O(m)�O(n) es un subgrupo cerrado de O(N): La [O(m)�O(n)]-órbita de
(x; y) es Sm�1jxj � Sn�1jyj : Nota que no todas las [O(m)�O(n)]-órbitas son homeomorfas:
la órbita de (x; 0) es la esfera Sm�1jxj �f0g y la de (0; y) es la esfera f0g�Sn�1jyj , mientras
que, si xy 6= 0, la órbita de (x; y) es un producto de esferas.

Ejemplo 6.9 Sea Z=2 := fI;�Ig; donde I denota a la identidad, entonces (Z=2)x =
fx;�xg para todo x 2 RN :
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Ejemplo 6.10 Sea S1 := fei� : � 2 Rg el conjunto de los números complejos unitarios.
Si N = 2m; cada ei� 2 S1 de�ne una transformación ei� : Cm ! Cm; dada por

ei�(z1; :::; zm) := (e
i�z1; :::; e

i�zm):

Identi�cando RN � Cm de la manera obvia, se tiene que S1 es un subgrupo cerrado de
O(N): La S1-órbita de z 2 Cm es el círculo de radio jzj en el espacio vectorial complejo
generado por z (cuya dimensión real es 2).

Ejemplo 6.11 Sea Z=n := fe2�ik=n : k = 0; :::; n� 1g el subgrupo cíclico de orden n de
S1: Como en el ejemplo anterior, Z=n es un subgrupo cerrado de O(N) para N par. La
Z=n-órbita de z 2 CN=2 es el conjunto de puntos (Z=n)z = fe2�ik=nz : k = 0; :::; n� 1g
sobre el círculo de radio jzj en el espacio vectorial complejo generado por z:

De�nición 6.12 Un subconjunto Z de RN es G-invariante si Gx � Z para todo
x 2 Z: Una función f : Z ! R es G-invariante si es constante en cada G-órbita de
Z; es decir,

f(gz) = f(z) 8g 2 G; 8z 2 Z:

A una función O(N)-invariante se le llama simplemente radial.

Si 
 es G-invariante, para cada g 2 G y cada función u : 
 ! R denotamos por
gu : 
! R a la composición gu := u � g�1; es decir,

(gu)(x) := u(g�1x) 8x 2 
: (6.5)

Nota que

g(u+ v) = gu+ gv y g(�u) = � (gu) 8u; v 2 H1
0 (
); 8� 2 R; 8g 2 G:

Proposición 6.13 Si G es un subgrupo de O(N) y 
 es un dominio G-invariante se
cumple lo siguiente:

(a) Si u 2 Lp(
) y g 2 G; entonces gu 2 Lp(
) y jgujp = jujp :

(b) Si u 2 H1
0 (
) y g 2 G; entonces gu 2 H1

0 (
);

r(gu)(x) = gru(g�1x) 8x 2 
;

y kguk1 = kuk1 :
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Demostración: (a) Como g(
) = 
 y jdet gj = 1; usando el teorema de cambio de
variable se tiene que

jgujpp =
Z



jgujp =
Z



ju(g�1x)jp dx =
Z



ju(y)jp dy = jujpp :

(b) Sean g 2 G; x 2 
: Si ' 2 C1c (
) la regla de la cadena asegura que

r(g')(x) � y = (g')0(x)y = '0(g�1x)
�
g�1y

�
= r'(g�1x) � g�1y 8y 2 RN :

Como g es una isometría, r'(g�1x) � g�1y = gr'(g�1x) � y: En consecuencia,

r(g')(x) � y = gr'(g�1x) � y 8y 2 RN :

Esto prueba que r(g')(x) = gr'(g�1x): Escribiendo a g en forma matricial como
g = (gij) esta identidad se escribe como

@(g')

@xi
(x) =

NP
j=1

gij
@'

@yj
(g�1x) =

NP
j=1

gij

�
g
@'

@yj

�
(x); i = 1; :::; N:

Si u 2 H1
0 (
) tomamos una sucesión 'k 2 C1c (
) tal que 'k ! u en H1

0 (
): Por tanto,
'k ! u y @'k

@yj
! Dju en L2(
): La a�mación (a) asegura entonces que

g'k ! gu y g
@'k
@yj

! gDju en L2(
):

Por tanto,
@(g'k)

@xi
=

NP
j=1

gij

�
g
@'

@yj

�
!

NP
j=1

gij (gDju) en L2(
):

En consecuencia, gu 2 H1
0 (
) y Di(gu) =

NP
j=1

gij (gDju) (ver [14, Lema 16.11]), es decir,

r(gu)(x) = gru(g�1x) 8x 2 
:

Finalmente, Como g(
) = 
 y jdet gj = 1; el teorema de cambio de variable asegura
que

kguk21 =
Z



jr (gu) j2 =
Z



jru(g�1x)j2 dx =
Z



jru(y)j2 dy = kuk21 :

Esto concluye la demostración.
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6.1.3. Simetrías y compacidad

Consideraremos subgrupos G de O(N) con la siguiente propiedad:

(�) Para cada x 2 RN con jxj = 1 existe un subespacio vectorialWx de RN de dimensión
2 tal que

S1Wx := fz 2 Wx : jzj = 1g � Gx:

Nota que, si G satisface (�), necesariamente #Gx = 1 para toda x 2 RN r f0g.
O(N) y el grupo S1 del Ejemplo 6.10 tienen la propiedad (�): El grupo O(m) � O(n)
del Ejemplo 6.8 la tiene si y sólo si m;n � 2:
Si G es un subgrupo de O(N) y 
 es un dominio G-invariante de�nimos

H1
0 (
)

G : = fu 2 H1
0 (
) : gu = u 8g 2 Gg

= fu 2 H1
0 (
) : u(gx) = u(x) 8g 2 G; 8x 2 
g; (6.6)

el subespacio de las funciones G-invariantes en H1
0 (
):

Ejercicio 6.14 Prueba que H1
0 (
)

G es un subespacio vectorial cerrado de H1
0 (
): En

consecuencia, H1
0 (
)

G es un espacio de Hilbert.

Probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.15 Si G es un subgrupo de O(N) que satisface (�) entonces, para cualquier
dominio exterior G-invariante 
 y cualquier p 2 (2; 2�); la inclusión

H1
0 (
)

G ,! Lp(
)

es un operador compacto.

Para la demostración de este resultado requerimos el siguiente lema de P.-L. Lions
[37].

Lema 6.16 (P.-L. Lions 1984) Sea (un) una sucesión acotada en H1(RN): Supong-
amos que existen r > 0 y q 2 [2; 2�) tales que

sup
x2RN

Z
Br(x)

junjq ! 0 cuando n!1:

Entonces un ! 0 fuertemente en Lp(RN) para toda p 2 (2; 2�):
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Demostración: Dada s 2 (q; 2�) denotamos por � 2 (0; 1) al número que cumple
1
s
= (1��)

q
+ �

2� : Escogemos s 2 (q; 2
�) de modo que �s = 2: Si u 2 H1(RN); usando la

desigualdad de interpolación (2.2) y la de Sobolev [11, Corolario IX.14] obtenemos�Z
Br(x)

jujs
� 1

s

�
�Z

Br(x)

jujq
� (1��)

q
�Z

Br(x)

juj2�
� �

2�

� C0

�Z
Br(x)

jujq
� (1��)

q
�Z

Br(x)

jruj2 + u2
��

2

;

donde Br(x) := fx 2 RN : jxj � rg y C0 es una constante que depende sólo de N y r:
Por tanto, Z

Br(x)

jujs � Cs0

�Z
Br(x)

jujq
� s(1��)

q
�Z

Br(x)

jruj2 + u2
�
:

Sea f�kg un conjunto numerable de puntos de RN tal que RN = [1k=1Br(�k) y tal que
cada punto de RN está en a lo más 2N bolas de radio r con centro en algún �k. Por
ejemplo, podemos subdividir a RN en cubos de lado 2r=

p
N y tomar como f�kg al

conjunto de los centros de tales cubos:

De la desigualdad anterior se sigue queZ
RN
jujs �

1P
k=1

Z
Br(�k)

jujs

� Cs0 sup
x2RN

�Z
Br(x)

jujq
� s(1��)

q 1P
k=1

Z
Br(�k)

�
jruj2 + u2

�
� 2NCs0 sup

x2RN

�Z
Br(x)

jujq
� s(1��)

q
Z
RN

�
jruj2 + u2

�
:

Dado que la sucesión (un) está acotada en H1(RN); aplicando esta desigualdad a un
concluimos que existe una constante C1 > 0 tal que

junjss � C1 sup
x2RN

�Z
Br(x)

junjq
� s(1��)

q

! 0 cuando n!1:
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Es decir, un ! 0 en Ls(RN).
Si p 2 (s; 2�) tomamos � 2 (0; 1) tal que 1

p
= 1��

s
+ �

2� . Usando la desigualdad de
interpolación (2.2), la de Sobolev (3.1), y el hecho de que (un) está acotada en H1(RN);
concluimos que

junjp � junj1��s junj�2� � C0junj1��s kunk�1 � C2junj1��s ! 0:

Si p 2 (2; s) tomamos  2 (0; 1) tal que 1
p
= 1�

2
+ 

s
: Se tiene entonces que

junjp � junj1�2 junjs � kunk
1�
1 junjs � C3junjs �! 0:

En conclusión, un ! 0 en Lp(RN) para toda p 2 (2; 2�):

Demostración del Teorema 6.15. Consideramos a H1
0 (
) como un subespacio de

H1(RN) extendiendo a v 2 H1
0 (
) por 0 fuera de 
: Sea (un) una sucesión acotada

en H1
0 (
)

G: Entonces una subsucesión, a la que denotamos del mismo modo, converge
débilmente a u en H1

0 (
)
G. De�nimos vn := un � u: Para una subsucesión de (vn) se

cumple entonces que

vn * 0 débilmente en H1(RN);
vn(x) ! 0 c.d. en RN ;

vn ! 0 en L2loc(RN):

Demostraremos que

sup
x2RN

Z
B1(x)

jvnj2 ! 0 cuando n!1: (6.7)

Sea " > 0 y sea C > 0 tal que

jjvnjj21 � C 8n 2 N:

Escogemos m 2 N tal que C < "m: Denotamos por dm a la distancia de e2�i=m a 1 en C,
y tomamos Rm � m�axf2=dm; 1g tal que RN r
 � BRm�1(0). Consideramos dos casos:
Caso 1: jxj � Rm:
Como G satisface (�) existe un subespacio vectorial Wx de RN de dimensión 2 tal que
el círculo unitario S1Wx := fz 2 Wx : jzj = jxjg está contenido en la G-órbita de x

jxj :
Podemos entonces escoger g1; :::; gm 2 G tales que

gi
x

jxj 2 S1Wx y

����gi xjxj � gj
x

jxj

���� � dm 8i 6= j:
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Dado que jxj � Rm; concluimos que

jgix� gjxj � jxj dm � 2 8i 6= j:

En consecuencia, B1(gix) \ B1(gjx) = ; si i 6= j: Ahora bien, como vn es G-invariante,
se tiene que Z

B1(gix)

v2n =

Z
B1(x)

v2n 8i = 1; :::;m; 8n 2 N:

En consecuencia,

m

Z
B1(x)

v2n =

Z
[mi=1B1(gix)

v2n �
Z
RN
v2n � jjvnjj21 � C 8n 2 N;

lo cual implica que Z
B1(x)

v2n < " 8n 2 N. (6.8)

Caso 2: jxj � Rm:
Como vn ! 0 en L2loc(RN) se tiene que vn ! 0 fuertemente en L2(BRm+1(0)): Por tanto,
existe n0 2 N tal que Z

B1(x)

v2n �
Z
BRm+1(0)

v2n < " 8n � n0: (6.9)

De las desigualdades (6.8) y (6.9) se sigue que

sup
x2RN

Z
B1(x)

v2n � " 8n � n0;

lo que demuestra la a�rmación (6.7). Aplicando el Lema 6.16 concluimos que vn ! 0
fuertemente en Lp(
) para todo p 2 (2; 2�):

Ejercicio 6.17 Prueba que, si #G(x) < 1 para algún x 2 RN r f0g; la inclusión
H1
0 (
)

G ,! Lp(
) no es un operador compacto, para ningún dominio exterior G-
invariante 
 de RN . �

El Teorema 6.15 abre la posibilidad de usar los métodos empleados en los capítulos
anteriores para obtener soluciones al problema (6.1). Podemos aplicar dichos métodos
para obtener puntos críticos de la restricción del funcional J al espacio H1

0 (
)
G: Sin

embargo, no es cierto en general que los puntos críticos de la restricción de un funcional
a un subespacio sean puntos críticos del funcional en todo el espacio, como lo muestra
el siguiente ejemplo.
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Ejercicio 6.18 Considera la función f : R2 ! R dada por f(x; y) = ex + y2: Prueba
que f no tiene puntos críticos y que su restricción al subespacio f(0; y) : y 2 Rg sí tiene
un punto crítico.

A continuación veremos que los puntos críticos de la restricción de J al espacio
H1
0 (
)

G sí son puntos críticos de J en H1
0 (
) y, por tanto, son soluciones de (6.1).

6.1.4. El principio de criticalidad simétrica

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por

I(H) := fT 2 B(H;H) : T es biyectiva y kTuk = kuk 8u 2 Hg
al conjunto de isometrías lineales de H: Este es un grupo bajo la composición. Nota
que I(RN) = O(N):

Ejercicio 6.19 Prueba que, si T 2 I(H); entonces
hTu; Tvi = hu; vi 8u; v 2 H: (6.10)

(Sugerencia: Prueba que el producto escalar satisface hu; vi = 1
4
(ku+ vk2 � ku� vk2)

para todos u; v 2 H):
De�nición 6.20 Sea G un grupo. Una acción (isométrica) de G en H es un homo-
mor�smo de grupos G ! I(H): A la imagen de g 2 G bajo tal homomor�smo se le
suele llamar también g : H ! H y se escribe gu en vez de g(u) para denotar a la
imagen de un elemento u 2 H bajo la isometría g:
Un espacio de Hilbert con una acción de G se llama un G-espacio de Hilbert. El
espacio de G-puntos �jos de H es el subespacio

HG := fu 2 H : gu = u 8g 2 Gg:
Un funcional J : H ! R se llama G-invariante si

J(gu) = J(u) 8g 2 G; 8u 2 H:
Ejercicio 6.21 Prueba que HG es un subespacio vectorial cerrado de H y, por tanto,
es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 6.22 Si G es un subgrupo de O(N) y 
 es G-invariante, la Proposición 6.13
asegura que H1

0 (
) con la acción g : H
1
0 (
) ! H1

0 (
) dada por gu := u � g�1 es un
G-espacio de Hilbert, y que el funcional J : H1

0 (
)! R dado por

J(u) =
1

2
kuk21 �

1

p
jujpp

es G-invariante. El espacio de G-puntos �jos de H1
0 (
) es el subespacio H

1
0 (
)

G de las
funciones G-invariantes en H1

0 (
) de�nido en (6.6).
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El siguiente resultado debido a R.S. Palais [43] juega un papel muy importante en
problemas variacionales con simetrías.

Teorema 6.23 (Principio de criticalidad simétrica, Palais 1979) SiH es un G-
espacio de Hilbert y J : H ! R es un funcional G-invariante de clase C1; entonces

(a) rJ : H ! H es G-equivariante, es decir,

rJ(gu) = grJ(u) 8u 2 H; 8g 2 G:

En consecuencia, si u 2 HG entonces rJ(u) 2 HG:

(b) Si u 2 HG es un punto crítico de la restricción J jHG : HG ! R entonces u es un
punto crítico de J:

Demostración: (a) Como J es G-invariante, J �g = J para toda g 2 G: Sean u 2 H,
g 2 G: Aplicando la regla de la cadena y la identidad (6.10) obtenemos

hrJ(u); vi = hr (J � g) (u); vi = (J � g)0 (u)v
= J 0(gu) [gv] = hrJ(gu); gvi =



g�1rJ(gu); v

�
8v 2 H:

Por tanto,
rJ(gu) = grJ(u) 8u 2 H; 8g 2 G:

En particular, si u 2 HG entonces gu = u y, por tanto,

rJ(u) = grJ(u) 8g 2 G:

Es decir, rJ(u) 2 HG para toda u 2 HG.
(b) La última a�rmación asegura que, si u 2 HG entonces r(J jHG)(u) = rJ(u); lo
que demuestra (b).

En particular, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.24 Si G es un subgrupo de O(N) y 
 es G-invariante, las soluciones
G-invariantes del problema (6.1) son precisamente los puntos críticos de la restricción

J jH1
0 (
)

G : H1
0 (
)

G ! R

del funcional de�nido en (6.2) al espacio de G-puntos �jos H1
0 (
)

G:
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Ejercicio 6.25 Prueba que, si G es un subgrupo de O(N) y 
 es un dominio exterior G-
invariante, el espacio H1

0 (
)
G es de dimensión in�nita. (Sugerencia: Toma una sucesión

de funciones radiales 'k 2 C1c (RN) con sop('k) � 
 tales que sop('i)\ sop('i) = ; si
i 6= j; y prueba que 'i y 'j son ortogonales en H

1
0 (
)

G:)

Teorema 6.26 Si G es un subgrupo de O(N) que satisface la propiedad (�), 
 es
un dominio exterior G-invariante y p 2 (2; 2�); entonces el problema (6.1) tiene una
sucesión (uk) de soluciones G-invariantes tales que

kukk1 !1:

Demostración: Por el Corolario 6.24, basta probar que el funcional J : H1
0 (
)

G ! R
dado por

J(u) =
1

2
kuk21 �

1

p
jujpp

tiene una in�nidad de puntos críticos. Argumentando como en la sección 4.2, se tiene que
los puntos críticos no triviales de este funcional son los puntos críticos de la restricción
de J a la variedad de Nehari

NG := fu 2 H1
0 (
)

G : u 6= 0; J 0(u)u = 0g = N \H1
0 (
)

G;

que es una variedad de clase C2. Un argumento idéntico al que se usó para probar la
Proposición 5.43, pero aplicando ahora el Teorema 6.15 en vez del Teorema 3.23, nos
permite concluir que J satisface la condición de Palais-Smale sobre NG: Así pues, J
satisface las hipótesis del Teorema 5.35 en NG:
El espacioH1

0 (
)
G es de dimensión in�nita (Ejercicio 6.25), así que podemos argumentar

como en la demostración del Teorema 5.44 y usar el Corolario 5.40 para probar que
gen(NG) =1: El Teorema 5.35 asegura entonces que el conjunto de valores críticos de
J sobre NG no está acotado. Por tanto, existe una sucesión de puntos críticos uk 2 NG

tal que J(uk) =
p�2
2p
kukk21 !1:

El siguiente caso particular importante del teorema anterior fue probado por Strauss
en ???.

Corolario 6.27 (Strauss 1977) Si p 2 (2; 2�); el problema�
��u+ u = jujp�2 u;
u 2 H1(RN);

tiene una in�nidad de soluciones radiales.

Veremos a continuación que, en ciertos casos, este problema también tiene una
in�nidad de soluciones no radiales.
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6.1.5. In�nidad de soluciones no radiales

Sean G un subgrupo de O(N) y � : G ! Z=2 := f1;�1g un homomor�smo de
grupos. Si 
 es G-invariante podemos de�nir una acción de G en H1

0 (
); a la que
denotaremos g�� : H1

0 (
)! H1
0 (
); del siguiente modo: g �� u := �(g)gu; es decir,

(g �� u) (x) := �(g)u(g�1(x)) 8x 2 
; 8g 2 G:

La Proposición 6.13 nos permite concluir que g �� u 2 H1
0 (
); y

kg �� uk1 = j�(g)j kguk1 = kguk1 = kuk1 ;
jg �� ujp = j�(g)j jgujp = jgujp = jujp :

Ésta es una acción de G en H1
0 (
) y J es G-invariante respecto a esta nueva acción.

Si � es el homomor�smo trivial � � 1; esta acción coincide con la que consideramos
anteriormente en (6.5). Pero si � es un epimor�smo (es decir, si es suprayectivo), la
acción es distinta. Denotemos por

H1
0 (
)

� : = fu 2 H1
0 (
) : g �� u = u 8g 2 Gg

= fu 2 H1
0 (
) : u(gx) = �(g)u(x) 8g 2 G; 8x 2 
g

al espacio de puntos �jos bajo esta acción. Nota que, si u 2 H1
0 (
)

� y K := ker � ;
entonces u es K-invariante, es decir,

H1
0 (
)

� � H1
0 (
)

K :

Por otra parte, u(gx) = �u(x) si �(g) = �1: Así pues, si � es un epimor�smo, u 2
H1
0 (
)

� y u(x) 6= 0; entonces u cambia de signo sobre la G-órbita de x: En particular,
u no es G-invariante.

Ejercicio 6.28 Si m 2 N y 2m � N consideramos el subgrupo G de O(N) generado
por K := O(m)�O(m)�O(N � 2m) y por la re�exión � 2 O(N) dada por

�(x; y; z) := (y; x; z) 8(x; y; z) 2 Rm � Rm � RN�2m � RN :

Consideramos el homomor�smo � : G ! Z=2 cuyo valor en los generadores está dado
por

�(g) :=

�
1 si g 2 O(m)�O(m)�O(N � 2m);

�1 si g = �:

(a) Prueba que � está bien de�nido y que ker � = K:
(b) Prueba que el espacio H1(RN)� tiene dimensión in�nita.
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Usando esta acción probaremos el siguiente resultado de Bartsch y Willem [8].

Teorema 6.29 (Bartsch-Willem 1993) Si N = 4 o N � 6 y p 2 (2; 2�); el problema�
��u+ u = jujp�2 u;
u 2 H1(RN); (6.11)

tiene una in�nidad de soluciones no radiales.

Demostración: Para m = 2 consideramos el homomor�smo � del Ejercicio 6.28.
Entonces H1(RN)� � H1(RN)K donde K := O(2)�O(2)�O(N�4): Si N = 4 o N � 6
entoncesK satisface (�) y el Teorema 6.15 asegura que la inclusiónH1(RN)K ,! Lp(RN)
es un operador compacto. En consecuencia,

H1(RN)� ,! Lp(RN)

es un operador compacto.
Aplicando el principio de criticalidad simétrica (Teorema 6.23) se tiene que las solu-
ciones del problema (6.11) que pertenecen aH1

0 (
)
� son precisamente los puntos críticos

de la restricción

J jH1(RN )� : H
1(RN)� ! R

del funcional de�nido en (6.2) al espacio H1(RN)� : Nota que los elementos de H1(RN)�
no son funciones radiales ya que

u(x; y; z) = �u(y; x; z) 8(x; y; z) 2 R2 � R2 � RN�4 � RN :

Ahora podemos argumentar como en la demostración del Teorema 6.26 y usar el Ejer-
cicio 6.28 para concluir que el conjunto de valores críticos de J sobre la variedad de
Nehari

N � := fu 2 H1(RN)� : u 6= 0; J 0(u)u = 0g = N \H1(RN)�

no está acotado. En consecuencia, el problema (6.11) tiene una in�nidad de soluciones
no radiales.

La existencia de soluciones no radiales del problema (6.11) en dimensiones N = 5 y
N = 3 fue demostrada recientemente por Lorca y Ubilla en [38] y por Musso, Pacard y
Wei en [40], respectivamente, usando métodos totalmente diferentes.
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6.2. El estado fundamental en RN

Consideremos el problema �
��u+ u = jujp�2 u
u 2 H1(RN) (6.12)

donde N � 3; p 2 (2; 2�): Las soluciones no triviales de este problema son los puntos
críticos de la restricción del funcional

J : H1(RN)! R, J(u) =
1

2
kuk21 �

1

p
jujpp ;

a la variedad de Nehari

N := fu 2 H1(RN) : u 6= 0; kuk21 = juj
p
pg:

De�nición 6.30 ! 2 H1(RN) es un estado fundamental del problema (6.12) si
satisface

J(!) = ��nf
u2N

J(u):

6.2.1. Existencia de un estado fundamental

Nuestro objetivo es probar que el problema (6.12) tiene un estado fundamental.
Como la inclusión H1(RN) ,! Lp(RN) es continua para p 2 [2; 2�] (Teorema ??),

existe una constante C > 0 tal que jujp � C kuk1 para toda u 2 H1(RN): La constante
más pequeña para la cual esta desigualdad se satisface es S�1=2p ; donde

Sp := ��nf
u2H1(RN )

u 6=0

kuk21
juj2p

> 0: (6.13)

A Sp se le suele llamar la mejor constante de Sobolev para el encaje de H1(RN) en
Lp(RN):

Lema 6.31 Se cumple que

��nf
N
J =

p� 2
2p

S
p

p�2
p :

Demostración: Observa que

N =

8<:
"
kuk21
jujpp

# 1
p�2

u : u 2 H1(RN); u 6= 0

9=; :
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Recuerda que J (v) = p�2
2p
kvk21 para todo v 2 N . De modo que

��nf
N
J = ��nf

u2H1(RN )
u 6=0

J

0@"kuk21
jujpp

# 1
p�2

u

1A =
p� 2
2p

0@ ��nf
u2H1(RN )

u 6=0

kuk21
juj2p

1A
p

p�2

=
p� 2
2p

S
p

p�2
p ;

como a�rma el enunciado.

Lema 6.32 Sea H un espacio de Hilbert y sea (un) una sucesión en H tal que un * u
débilmente en H: Entonces

l��m
n!1

�
kunk2 � kun � uk2

�
= kuk2 :

Demostración: Como un * u débilmente en H;

l��m
n!1

(kunk2 � kun � uk2) = l��m
n!1

(2 hun; ui � kuk2)

= 2 kuk2 � kuk2 = kuk2 ,

como a�rma el lema.

A continuación probaremos que, bajo condiciones adecuadas, la función j�jpp satisface
una igualdad análoga. Requerimos el siguiente lema.

Lema 6.33 Sea p 2 [1;1): Dada " > 0 existe C = C("; p) > 0 tal que

jja+ bjp � jajpj 5 " jajp + C jbjp 8a; b 2 R.

Demostración: Si b = 0 la desigualdad se satisface para cualquier C > 0: Podemos
entonces suponer que b 6= 0: Basta entonces probar que

jjt+ 1jp � jtjpj � " jtjp � C 8t 2 R

ya que, tomando t = a
b
; obtenemos de ésta la desigualdad deseada.

Por el teorema del valor medio, existe un número r entre t y t+ 1 tal que

jjt+ 1jp � jtjpj = p jrjp�1 � p(jtj+ 1)p�1:

Sea " > 0: Como p(s + 1)p�1 � "sp ! �1 cuando s ! 1; existe C > 0 tal que
p(s+ 1)p�1 � "sp < C para todo s 2 [0;1): En consecuencia,

jjt+ 1jp � jtjpj � " jtjp � p(jtj+ 1)p�1 � " jtjp � C;

como a�rma el lema.
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Lema 6.34 (Brezis-Lieb, 1983) Sean 1 5 p < 1 y (un) una sucesión acotada en
Lp(RN) tal que un(x)! u(x) para casi toda x 2 RN . Entonces

l��m
n!1

�
junjpp � jun � ujpp

�
= jujpp :

Demostración: Como (junjp) es una sucesión acotada en L1(RN) el lema de Fatou
asegura que u 2 Lp(RN). Sea " > 0: De�nimos

vn := jjunjp � jun � ujp � jujpj � " jun � ujp :

Sea C = C("; p) como en el Lema 6.33. Aplicando dicho lema a a := un(x) � u(x) y
b := u(x) obtenemos que

vn(x) � jjun(x)jp � jun(x)� u(x)jpj � " jun(x)� u(x)jp + ju(x)jp

� (C + 1)ju(x)jp 8x 2 RN :

En consecuencia, v+n := m�axfvn; 0g cumple que jv+n (x)j � (C + 1)ju(x)jp para todo
x 2 RN : Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesque concluimos que

l��m
n!1

Z
RN
v+n = 0:

Ahora bien, como (un) está acotada en Lp(RN) existe C 0 > 0; independiente de ", tal
que Z

RN
jjunjp � jun � ujp � jujpj 5 "

Z
RN
jun � ujp +

Z
RN
v+n 5 C 0"+

Z
RN
v+n :

Haciendo tender n!1 obtenemos

l��m sup
n!1

Z
RN
jjunjp � jun � ujp � jujpj 5 C 0" para toda " > 0:

En consecuencia,
l��m
n!1

�
junjpp � jun � ujpp � juj

p
p

�
= 0;

como a�rma el enunciado.

También usaremos el siguiente resultado que dejamos como ejercicio.

Ejercicio 6.35 Prueba que, si � < 1; entonces

a� + b� � (a+ b)� 8a; b > 0:

Prueba que la igualdad a� + b� = (a+ b)� se cumple si y sólo si ab = 0.
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Dados y 2 RN y u : RN ! R denotaremos por Tyu 2 H1(RN) a la función

Tyu(x) := u(x� y):

Tyu se llama la traslación de u por y: Nota que kTyuk1 = kuk1 y jTyujp = jujp : En
consecuencia J(Tyu) = J(u); y Tyu 2 N si u 2 N .
Lions [?] demostró que el problema (6.12) tiene un estado fundamental.

Teorema 6.36 (P.L. Lions, 1984) Sean p 2 (2; 2�) y (un) una sucesión en N tal que

l��m
n!1

J(un) = ��nf
N
J:

Entonces, para una subsucesión, existe una sucesión (xn) en RN tal que (Txnun) con-
verge fuertemente en H1(RN): En consecuencia, el problema (6.12) tiene un estado
fundamental.

Demostración: Por el Lema 6.31 se tiene que

2p

p� 2J(un) = kunk
2
1 = junj

p
p �! S

p
p�2
p > 0:

De modo que ninguna subsucesión de (un) converge a 0 fuertemente en Lp(RN): Como
p 2 (2; 2�); el Lema 6.16 implica que

sup
x2RN

Z
B1(x)

junj2 � � > 0.

Escojamos xn 2 RN tal que Z
B1(xn)

junj2 � �=2;

y sea wn := Txnun. Entonces wn 2 N y J(wn) = J(un): Por tanto,

kwnk21 = jwnj
p
p =

2p

p� 2J(wn) �! S
p

p�2
p :

El Corolario 3.25 asegura que (wn) contiene una subsucesión tal que

wn * w débilmente en H1(RN);
wn(x)! w(x) casi dondequiera en RN ;
wn ! w fuertemente en L2loc(RN):

En consecuencia,

�=2 �
Z
B1(xn)

u2n =

Z
B1(0)

w2n !
Z
B1(0)

w2
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y, por tanto, w 6= 0. Además, de los Lemas 6.32 y 6.34, y la de�nición (6.13) de Sp se
sigue que

S
p

p�2
p = l��m

n!1
kwnk21

= l��m
n!1

kwn � wk21 + kwk
2
1

� Sp

h
l��m
n!1

jwn � wj2p + jwj
2
p

i
= Sp

��
l��m
n!1

jwn � wjpp
�2=p

+
�
jwjpp

�2=p�
� Sp

h
l��m
n!1

jwn � wjpp + jwj
p
p

i2=p
= Sp

h
l��m
n!1

jwnjpp
i2=p

= S
p

p�2
p :

La segunda desigualdad se deriva del Ejercicio 6.35. Más aún, como se satisface la
igualdad �

l��m
n!1

jwn � wjpp
�2=p

+
�
jwjpp

�2=p
=
h
l��m
n!1

jwn � wjpp + jwj
p
p

i2=p
y w 6= 0; forzosamente

l��m
n!1

jwn � wjpp = 0:

En consecuencia,

S
p

p�2
p = Sp jwj2p � kwk

2
1 � l��m��nfn!1

kwnk21 = S
p

p�2
p ,

es decir, kwnk1 ! kwk1 y, como wn * w débilmente en H1(RN), concluimos que
wn ! w fuertemente en H1(RN): Por tanto, w es un mínimo de J en N , es decir, un
estado fundamental del problema (6.12).

Observa que si w es un estado fundamental de (6.12) entonces Tyw también es un
estado fundamental de (6.12) para cada y 2 RN :

6.2.2. Simetría del estado fundamental

Nuestro objetivo ahora es probar que todo estado fundamental de (6.12) es radial-
mente simétrico respecto a algún punto a 2 RN : Usaremos el principio de continuación
única, que enunciamos a continuación y cuya demostración se encuentra en [31, 25].
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Teorema 6.37 (Principio de continuación única) Sean 
 un subconjunto abierto
y conexo de RN ; N � 3; y V 2 C0(
): Si u 2 H1(
) satisface

��u+ V (x)u = 0;

y u = 0 en un subconjunto abierto no vacío de 
; entonces u = 0 en 
:

Probaremos primero el siguiente resultado. El método empleado para demostrarlo
se conoce como el método del plano móvil y fue introducido por Gidas, Ni y Nirenberg
en [26, 27].

Proposición 6.38 Sea w 2 N un estado fundamental de (6.12). Entonces existe a1 2
R tal que w es invariante respecto a la re�exión �1 sobre el plano x1 = a1; es decir,

w(�1x) = w(x) 8x 2 RN ;

donde �1(x1; :::; xN) := (2a1 � x1; x2; :::; xN):

Demostración: El Lema 6.31 asegura que

kwk21 = jwj
p
p = S

p
p�2
p > 0:

Escogemos a1 2 R tal queZ
x1�a1

jwjp = 1

2
S

p
p�2
p =

Z
x1�a1

jwjp :

Podemos suponer sin perder generalidad queZ
x1�a1

(jrwj2 + w2) �
Z
x1�a1

(jrwj2 + w2): (6.14)

De�nimos entonces

u(x) :=

�
w(x) si x1 � a1;
w(�1x) si x1 � a1:

Esta función cumple que u(�1x) = u(x) para todo x 2 RN : Nuestro objetivo es
demostrar que w = u:
Notemos primero que

jujpp =
Z
x1�a1

jwjp +
Z
x1�a1

jw � �1j
p = 2

Z
x1�a1

jwjp = S
p

p�2
p :

Por tanto,

kuk21 � Sp juj2p = S
p

p�2
p = kwk21 :
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Por otra parte, se sigue de (6.14) que

kuk21 =

Z
x1�a1

(jrwj2 + w2) +

Z
x1�a1

(jr(w � �1)j
2 + (w � �1)2)

= 2

Z
x1�a1

(jrwj2 + w2)

�
Z
x1�a1

(jrwj2 + w2) +

Z
x1�a1

(jrwj2 + w2) = kwk21 :

En consecuencia, kuk21 = kwk
2
1 = S

p
p�2
p : De modo que u 2 N y u es un estado funda-

mental de (6.12). Dado que u y w satisfacen

��u+ u = jujp�2 u;
��w + w = jwjp�2w;

de�niendo v := u� w y restando estas ecuaciones obtenemos que v satisface

��v + v = jujp�2 u� jwjp�2w: (6.15)

Notemos ahora que, para cada u;w 2 R; se tiene que

jujp�2 u� jwjp�2w =

Z 1

0

d

dt
jw + t(u� w)jp�2 (w + t(u� w)) dt

= (p� 1)
�Z 1

0

jw + t(u� w)jp�2 dt
�
(u� w):

Si de�nimos

V (x) := 1� (p� 1)
�Z 1

0

jw(x) + tv(x)jp�2 dt
�

la ecuación (6.15) se tranforma en

��v + V (x)v = 0:

Ahora bien, como u y w son soluciones de (6.12), u y w son continuas. Por tanto, V es
continua. Pero v(x) = 0 si x1 � a1; así que el principio de continuación única (Teorema
6.37) nos permite concluir que v = 0 en RN ; es decir, que w = u:

Lema 6.39 Si u : RN ! R cumple que u(x) = u(�x) y u(x1; : : : ; xN) = u(2a1 �
x1; x2; :::; xN) para toda x = (x1; : : : ; xN) 2 RN ; entonces u(x1; : : : ; xN) = u(x1 +
4a1; x2; : : : ; xN) para toda x = (x1; : : : ; xN) 2 RN : En consecuencia, si u 2 L2(RN)
y u 6= 0; entonces a1 = 0:
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Demostración: Se tiene que

u(x1; : : : ; xN) = u(�x1; : : : ;�xN) = u(2a1 + x1;�x2 : : : ;�xN)
= u(�2a1 � x1; x2 : : : ; xN) = u(4a1 + x1; x2 : : : ; xN):

Esto implica que u es 4a1-periódica en la variable x1: Por tanto,

m

Z
jx1j�2a1

u2 <

Z
RN
u2 8m 2 N:

Así, si u 2 L2(RN) y u 6= 0; entonces a1 = 0:

Teorema 6.40 (Gidas-Ni-Nirenberg, 1981) Todo estado fundamental del proble-
ma (6.12) es radialmente simétrico respecto a algún punto a 2 RN :

Demostración: Sea w 2 N un estado fundamental de (6.12). Por la proposición
anterior existen a1; :::; aN 2 R tales que w es invariante respecto a la re�exión �j sobre
el plano xj = aj para cada j = 1; :::; N: Sea a = (a1; :::; aN) y sea !(x) = w(x � a):
Queremos probar que ! es radialmente simétrica respecto a 0: Por lo pronto sabemos
que

!(x1; :::; xj; :::; xN) = !(x1; :::;�xj; :::; xN) 8x 2 RN y 8j = 1; :::; N:
En consecuencia, !(x) = !(�x) para toda x 2 RN : Probaremos a continuación que !
es invariante respecto a la re�exión sobre cualquier plano que pase por el origen.
Sea z 2 RN tal que jzj = 1: Por la Proposición 6.38 existe az 2 R tal que ! es invariante
respecto a la re�exión sobre el plano z � (x � azz) = 0: El Lema 6.39 implica entonces
que az = 0: Es decir, ! es invariante respecto a la re�exión sobre cualquier hiperplano
que pasa por el origen.
Probemos ahora que ! es radialmente simétrica. Sean y1 6= y2 2 RN tales que jy1j = jy2j :
Entonces y2 es la imagen de y1 bajo la re�exión sobre el plano (y1 � y2) � x = 0: En
consecuencia, !(y1) = !(y2):

6.2.3. No existencia de estados fundamentales en dominios ex-
teriores

Consideremos ahora el problema�
��u+ u = jujp�2 u
u 2 H1

0 (
)
(6.16)
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en un dominio exterior 
 en RN tal que RN r
 es no vacío. Supondremos como antes
queN � 3 y p 2 (2; 2�): Nuestro objetivo es probar que no existe un estado fundamental
para este problema, es decir, que

J(u) =
1

2
kuk21 �

1

p
jujpp

no alcanza su mínimo en la variedad de Nehari

N
 := fu 2 H1
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
1 = juj

p
pg:

Dado que H1
0 (
) � H1(RN); se tiene que

��nf
N


J � ��nf
NRN

J =
p� 2
2p

S
p

p�2
p : (6.17)

Probaremos que se cumple la igualdad. Para ello, escojamos una función ' 2 C1c (RN)
tal que 0 � ' � 1; '(x) = 1 si jxj � 1 y '(x) = 0 si jxj � 2: Dados r > 0 y u : RN ! R;
de�nimos

'r(x) := '
�x
r

�
y ur := 'ru: (6.18)

Observa que 'r(x) = 1 si jxj � r y 'r(x) = 0 si jxj � 2r:

Lema 6.41 Si u 2 H1(RN) entonces ur ! u fuertemente en H1(RN) cuando r !1:

Demostración: Se tiene queZ
RN
ju� urj2 =

Z
RN
j1� 'rj

2 juj2 =
Z
jxj�r

j1� 'rj
2 juj2 �

Z
jxj�r

juj2 :

Sea C > 0 tal que jr'(x)j � C para todo x 2 RN : EntoncesZ
RN
jr (u� ur)j2 =

Z
RN
j(1� 'r)ru� ur'rj

2

� 4

�Z
RN
j(1� 'r)ruj

2 +

Z
RN
jur'rj

2

�
� 4

Z
jxj�r

jruj2 + 4C
r2

Z
RN
juj2 :

En consecuencia, como u 2 H1(RN);

ku� urk21 � 4
Z
jxj�r

jruj2 + 4C
r2

Z
RN
juj2 +

Z
jxj�r

juj2 ! 0 cuando r !1:

Esto demuestra la a�rmación del lema.
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Lema 6.42 Si 
 es un dominio exterior, entonces

��nf
N


J =
p� 2
2p

S
p

p�2
p :

Demostración: Sea R > 0 tal que RNr
 � BR(0) y sea ! una solución fundamental
de (6.12). De�nimos uk := T�k!k; donde �k := (R + 2k; 0; : : : ; 0) y !k := 'k! con 'k
como en (6.18), es decir,

uk(x) := 'k(x� �k)!(x� �k):

Entonces uk(x) = 0 si jx� �kj � 2k: Por tanto, uk 2 H1
0 (
):

Como uk 6= 0 existe tk > 0 tal que tkuk 2 N
: Explícitamente, tk =
�
kukk21
jukjpp

� 1
p�2

: Por
tanto,

J(tkuk) =
p� 2
2p

 
kukk21
jukj2p

! p
p�2

=
p� 2
2p

 
k!kk21
j!kj2p

! p
p�2

:

Aplicando el lema anterior, tenemos que

J(tkuk)!
p� 2
2p

 
k!k21
j!j2p

! p
p�2

=
p� 2
2p

S
p

p�2
p .

Esto demuestra que

��nf
N


J � p� 2
2p

S
p

p�2
p

y de la observación (6.17) se sigue la igualdad.

Teorema 6.43 Si 
 es un dominio exterior en RN tal que RNr
 es no vacío, entonces
J no alcanza su mínimo en N
:

Demostración: Argumentando por contradicción, supongamos que existe u 2 N


tal que

J(u) = ��nf
N


J =
p� 2
2p

S
p

p�2
p :

Entonces u es un estado fundamental del problema (6.12), es decir, u es de clase C2 y
satisface

��u+ (1� jujp�2)u = 0:
Esto contradice el principio de continuación única, ya que u se anula en RN r 
:
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En 1997 Bahri y Lions [7] probaron que el problema (6.16) tiene una solución positiva
en cualquier dominio exterior. El problema de existencia de más de una solución para
el problema (6.16) en un dominio exterior arbitrario está abierto.
Esteban y Lions [22] probaron que existen dominios no acotados para los cuales el

problema (6.16) tiene únicamente la solución trivial. El semiespacio fx 2 RN : xN > 0g
es uno de tales dominios.

6.3. Problemas no autónomos

Consideremos ahora el problema�
��u+ a(x)u = jujp�2 u
u 2 H1(RN) (6.19)

donde N � 3; p 2 (2; 2�) y a 2 C0(RN) satisface a(x) > 0 para todo x 2 RN y

l��m
jxj!1

a(x) = a1 > 0: (6.20)

6.3.1. Formulación variacional del problema

De�nición 6.44 Una solución de (6.19) es una función u 2 H1(RN) que satisfaceZ
RN
ru � rv +

Z
RN
a(x)uv =

Z
RN
jujp�2 uv 8v 2 H1(RN):

Para u 2 H1(RN) de�nimos

hu; via :=
Z
RN
(ru � rv + a(x)uv) ; kuka :=

�Z
RN

�
jruj2 + a(x)u2

��1=2
:

Lema 6.45 (a) h�; �ia es un producto escalar en H1(RN) y la norma inducida es
equivalente a la norma k�k1 de H1(RN):

(b) Existe C > 0 tal que

jujp � C kuka 8u 2 H1(RN):

Demostración: (a): h�; �ia es claramente bilineal y simétrico. Nuestras hipótesis
sobre a aseguran que existen 0 < a0 < 1 < a1 <1 tales que

a0 � a(x) � a1 8x 2 RN :
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En consecuencia,

a0

Z
RN

�
jruj2 + u2

�
�
Z
RN

�
jruj2 + a(x)u2

�
� a1

Z
RN

�
jruj2 + u2

�
;

es decir, a0 kuk21 � kuk
2
a � a1 kuk21 para todo u 2 H1(RN); de lo cual se sigue inmedi-

atamente la a�rmación (a).
(b): Usando (6.13) obtenemos

juj2p � Sp kuk21 � a0Sp kuk2a 8u 2 H1(RN);

como se a�rma en (b).

En consecuencia, el funcional Ja : H1(RN)! R de�nido como

Ja(u) =
1

2

Z
RN

�
jruj2 + a(x)u2

�
� 1
p

Z
RN
jujp

=
1

2
kuk2a �

1

p
jujpp

es de clase C2 y su derivada está dada por

J 0a(u)v =

Z
RN
ru � rv +

Z
RN
a(x)uv �

Z
RN
jujp�2 uv

(Ejercicio 4.5, Teorema 4.8 y Ejercicio 4.9). De modo que las soluciones del problema
(6.19) son los puntos críticos de Ja: Los puntos críticos no triviales de Ja están en la
variedad de Nehari

Na = fu 2 H1(RN) : u 6= 0; kuk2a = jujppg:

Si denotamos por

Sp;a := ��nf
u2H1(RN )

u 6=0

kuk2a
juj2p

;

el Lema 6.45 asegura que Sp;a > 0; y como en el Lema 6.31 se demuestra que

��nf
Na
Ja =

p� 2
2p

S
p

p�2
p;a :
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6.3.2. El Teorema de Lions

El problema �
��u+ a1u = jujp�2 u;
u 2 H1(RN); (6.21)

se llama el problema límite asociado al problema (6.19).

Lema 6.46 Si vk * 0 débilmente en H1(RN); entonces una subsucesión cumple que

l��m
k!1

�
kvkk2a � kvkk

2
a1

�
= 0:

Demostración: Sea " > 0: La sucesión (vk) está acotada en H1(RN) y, por el
Corolario 3.25, una subsucesión satisface que vk ! 0 fuertemente en L2loc(RN): Sean
C > 0 tal que jvkj22 < C para toda k 2 N; y R > 0 tal que

ja(x)� a1j �
"

2C
si jxj � R:

Entonces existe k0 2 N tal queZ
jxj�R

ja(x)� a1j v2k � sup
x2RN

ja(x)� a1j
Z
jxj�R

v2k <
"

2
si k � k0:

Además, Z
jxj�R

ja(x)� a1j v2k �
"

2C

Z
jxj�R

v2k �
"

2
8k 2 N.

En consecuencia,

��kvkk2a � kvkk2a1�� =

����Z
RN
(a(x)� a1) v

2
k

����
�

Z
RN
ja(x)� a1j v2k < " si k � k0;

como a�rma el enunciado del lema.

Denotemos por

Sp;1 := ��nf
u2H1(RN )

u 6=0

kuk2a1
juj2p

:

Proposición 6.47 (a) Sp;a � Sp;1:
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(b) Si

Sp;a < Sp;1;

entonces Ja alcanza su mínimo en Na.

Demostración: (a): Sea !1 un estado fundamental del problema (6.21)1 y sea (�k)
una sucesión en RN tal que j�kj ! 1: De�nimos vk(x) := !1(x� �k): Entonces vk * 0
débilmente en H1(RN): Observa que kvkka1 = k!1ka1 y jvkjp = j!1jp: El Lema 6.46
implica que

l��m
k!1

kvkk2a
jvkj2p

= l��m
k!1

kvkk2a1
jvkj2p

=
k!1k2a1
j!1j2p

= Sp;1:

En consecuencia, Sp;a � Sp;1:

(b): Supongamos que Sp;a < Sp;1: Sea (uk) una sucesión en Na tal que

Ja(uk)!
p� 2
2p

Sp=(p�2)p;a :

Entonces

kukk2a = jukjpp ! Sp=(p�2)p;a :

Por el Corolario 3.25, una subsucesión satisface

uk * u débilmente en H1(RN);
uk(x) ! u(x) para casi todo x 2 RN ;

uk ! u fuertemente en L2loc(RN):

Si u = 0; el Lema 6.46 implicaría que

S
p

p�2
p;a = l��m

k!1
kukk2a = l��m

k!1
kukk2a1 � Sp;1 l��m

k!1
jukj2p

> Sp;a

�
l��m
k!1

jukjpp
�2=p

= S
p

p�2
p;a ;

lo que contradice nuestra hipótesis. En consecuencia, u 6= 0:

1Ver ejercicio 1 de la tarea 8.
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De los Lemas 6.32 y 6.34, y la de�nición de Sp;a se sigue que

S
p

p�2
p;a = l��m

k!1
kukk2a

= l��m
k!1

kuk � uk2a + kuk
2
a

� Sp;a

��
l��m
k!1

juk � ujpp
�2=p

+
�
jujpp
�2=p�

� Sp;a

h
l��m
k!1

juk � ujpp + juj
p
p

i2=p
= Sp;a

h
l��m
k!1

jukjpp
i2=p

= S
p

p�2
p;a :

Como u 6= 0; el Ejercicio 6.35 implica que

l��m
k!1

juk � ujpp = 0:

En consecuencia,

S
p

p�2
p;a = Sp;a juj2p � kuk

2
a � l��m��nf

k!1
kukk2a = S

p
p�2
p;a ,

es decir, kukka ! kuka y, como uk * u débilmente en H1(RN), concluimos que uk ! u
fuertemente en H1(RN): Por tanto, u es un mínimo de Ja en Na.

P.L. Lions [?] demostró que, si a satisface condiciones adecuadas, entonces Ja alcanza
su mínimo en Na:

Teorema 6.48 (P.L. Lions, 1984) Si a 2 C0(RN) satisface que

0 < a(x) � l��m
jxj!1

a(x) = a1 > 0 8x 2 RN ;

entonces el problema (6.19) tiene una solución no trivial de energía mínima.

Demostración: Si a � a1 el resultado se sigue del Teorema 6.36 y el ejercicio 1 de
la tarea 8 ??.
Supongamos que a 6� a1. Sean x0 2 RN y r > 0 tales que a1 � a(x) > 0 si

jx� x0j � r: Sea !1 un estado fundamental del problema (6.21). Entonces se cumple
que Z

RN
(a1 � a(x))!21 �

Z
jx�x0j�r

(a1 � a(x))!21 > 0:
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En consecuencia, k!1k2a1 > k!1k2a y se tiene que

Sp;a �
k!1k2a
j!1j2p

<
k!1k2a1
j!1j2p

= Sp;1:

El resultado se sigue de la Proposición 6.47.

6.4. La ecuación estacionaria de Schrödinger

La ecuación nolineal de Schrödinger

i~
@ 

@t
= �~2� + V (x) � j jp�2  (6.22)

modela el comportamiento de una partícula cargada en un sistema cuántico, donde
V : RN ! R es el potencial,  : R�RN ! C es la función de onda y ~ es la constante
de Planck. Una solución de la forma  (t; x) = e�i!t=~u(x); u 2 H1(RN); se llama una
onda estacionaria de la ecuación de Schrödinger (6.22).
Si  es una onda estacionaria entonces se cumple que

�i~@ 
@t
� ~2� + V (x) � j jp�2  = e�i!t=~(�!u� ~2�u+ V (x)u� jujp�2 u) = 0:

Por tanto, las ondas estacionarias de (6.22) corresponden a las soluciones del problema�
�"2�u+ a(x)u = jujp�2 u;

u 2 H1(RN); (6.23)

donde " := ~ y por a(x) := V (x) � !: Como la constante de Planck ~ es muy pe-
queña, en ciertas situaciones interesa la existencia de soluciones del problema para "
su�cientemente pequeña, a las que se les llama soluciones semiclásicas de la ecuación
de Schrödinger.
Una solución del problema (6.23) es una función u 2 H1(RN) tal que

"2
Z



ru � r'+ a(x)u' =

Z



jujp�2 u' 8' 2 C1c (RN):

Como antes supondremos que a 2 C0(RN) satisface a(x) > 0 para todo x 2 RN y

l��m
jxj!1

a(x) = a1 > 0:



104 6. PROBLEMAS ELíPTICOS EN DOMINIOS NO ACOTADOS

Lema 6.49 u(x) es solución del problema (6.23) si y sólo si v(x) := u("�1x) es solución
(débil) del problema �

��u+ a("x)u = jujp�2 u;
u 2 H1(RN):

Demostración: Se sigue de un cálculo sencillo.

Teorema 6.50 Si a 2 C0(RN) satiface a(x) > 0 para todo x 2 RN y

��nf
RN

a < l��m
jxj!1

a(x) = a1 > 0;

entonces existe "0 > 0 tal que el problema (6.23) tiene una solución positiva para toda
" 2 (0; "0):

Demostración: Denotemos por a"(x) := a("x): Por la Proposición 6.47 basta probar
que, para " su�cientemente pequeña, Sp;a" < Sp;1: Sea !1 un estado fundamental del
problema límite (6.21). Sin perder generalidad podemos suponer que 0 es un mínimo
de a: Sean r > 0 y � > 0 tales que a(x) � a1 � � si jxj � r: Entonces

a"(x) � a1 � � si jxj � r

"
:

Escojamos R > 0 tal que Z
RNrBR(0)

!21 <
�

supRN a

Z
RN
!21;

y de�namos "0 := r
R
: Entonces, para " 2 (0; "0) se tiene queZ

RN
a"!

2
1 =

Z
BR(0)

a"!
2
1 +

Z
RNrBR(0)

a"!
2
1

< (a1 � �)

Z
RN
!21 + �

Z
RN
!21 =

Z
RN
a1!

2
1:

En consecuencia,

Sp;a" �
k!1k2a"
j!1j2p

<
k!1k2a1
j!1j2p

= Sp;1

para todo " 2 (0; "0):



Capítulo 7

Problemas elípticos con exponente
crítico

El objetivo de este capítulo es estudiar el problema�
��u+ �u = juj2

��2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

(7.1)

donde 
 es un dominio en RN , N � 3, � 2 R; y el exponente del término no lineal es
el exponente crítico de Sobolev 2� := 2N

N�2 .
La motivación para estudiar problemas de exponente crítico proviene de la geometría

riemanniana, donde problemas importantes como el problema de Yamabe o el problema
de la curvatura escalar prescrita se expresan en términos de una ecuación elíptica con
exponente crítico; consulta por ejemplo [36].

7.1. Invariancia bajo dilataciones

Consideremos el espacio vectorial

D1;2(RN) := fu 2 L2�(RN) : u es débilmente diferenciable y Diu 2 L2(RN); i = 1; :::; Ng:

Para u; v 2 D1;2(RN); denotemos por

hu; vi :=
Z
RN
ru � rv y kuk :=

�Z
RN
jruj2

�1=2
: (7.2)

h�; �i es un producto escalar en D1;2(RN) y este espacio resulta ser de Hilbert. Además,
C1c (RN) es denso en D1;2(RN): La desigualdad de Sobolev es válida en D1;2(RN), es

105
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decir,

S := ��nf
u2D1;2(RN )

u 6=0

kuk2

juj22�
> 0:

La demostración de estas a�rmaciones se sugiere en la Tarea 9.
Si 
 es un dominio en RN de�nimos

D1;2
0 (
) := la cerradura de C1c (
) en D1;2(RN):

Puesto que es cerrado, éste es un subespacio de Hilbert de D1;2(RN): Si 
 es un dominio
acotado, D1;2

0 (
) = H1
0 (
) y la norma de D

1;2
0 (
) es equivalente a la norma k�k1 de

H1
0 (
):
Para " > 0 de�nimos la "-dilatación u" : RN ! R de una función u : RN ! R

como
u"(x) := "

2�N
2 u("�1x):

La siguiente �gura ilustra "-dilataciones de una función para " cada vez más pequeño:

Es fácil comprobar que, si u 2 D1;2(RN); entonces u" 2 D1;2(RN) yZ
RN
jru"j2 =

Z
RN
jruj2 y

Z
RN
ju"j2

�
=

Z
RN
juj2

�
; (7.3)

para todo " > 0: Es usual referirse a estas identidades como la invariancia bajo dilat-
aciones. Ellas son las responsables de que no valga el teorema de Rellich-Kondrashov
para el exponente crítico.

Proposición 7.1 Sea 
 un dominio en RN : La inclusión D1;2
0 (
) ,! L2

�
(
) no es

compacta, es decir, existen sucesiones acotadas en D1;2
0 (
) que no contienen ninguna

subsucesión convergente en L2
�
(
):

Demostración: Sin perder generalidad podemos suponer que 
 contiene al origen.
Toma r > 0 de modo que la bola Br(0) := fx 2 RN : jxj < rg esté contenida en 
 y �ja
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' 2 C1c (
) tal que ' 6= 0 y sop(') � Br(0). Para cada k 2 N considera la 1
k
-dilatación

'1=k(x) = k(N�2)=2'(kx): Entonces '1=k 2 C1c (
);'1=k = k'k y j'1=kj2� = j'j2� :

En particular, ('1=k) está acotada enH
1
0 (
): Si esta sucesión contuviera una subsucesión

convergente a u en L2
�
(
) entonces juj2� = j'j2� 6= 0; y una subsucesión convergería

puntualmente a u casi dondequiera en 
 (consulta, por ejemplo, [32, Teorema 19.12]).
Pero '1=k(x)! 0 para toda x 6= 0: Por tanto, u = 0 casi dondequiera en 
: Esta es una
contradicción; lo cual prueba que ('1=k) no contiene ninguna subsucesión convergente
en L2

�
(
):

Denotemos por

S
 := ��nf
u2D1;2

0 (
)
u 6=0

kuk2

juj22�
:

Proposición 7.2 Se cumple que S
 = S y este ín�mo no se alcanza si RN r 
 6= ;.

Demostración: Claramente, S
 � S: Probemos que son iguales.
Sea 'k 2 C1c (RN) tal que

l��m
k!1

k'kk
2

j'kj
2
2�

= S:

Sin perder generalidad podemos suponer que 
 contiene al origen. Sea r > 0 tal que
Br(0) � 
: Escogemos "k > 0 de modo que la "k-dilatación uk := ('k)"k de 'k satisfaga
que supp(uk) � Br(0). Entonces uk 2 D1;2

0 (
) y

l��m
k!1

kukk2

jukj22�
= l��m

k!1

k'kk
2

j'kj
2
2�

= S:

En consecuencia, S � S
: Esto demuestra que S
 = S:
Si existiera u 2 D1;2

0 (
); u 6= 0; tal que

kuk2

juj22�
= S
 = S;

entonces u sería un mínimo del funcional

J(u) :=
1

2
kuk2 � 1

2�
juj2

�

2�
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sobre la variedad de Nehari

N = fu 2 D1;2(RN) : u 6= 0; kuk2 = juj2
�

2�g;

y satisfaría la ecuación

��u� juj2
��2 u = 0 en RN :

Esto contradice al principio de continuación única, pues u se anula en RN r 
:

7.2. La identidad de Pohozhaev

Consideremos el problema�
��u = f(u) en 

u = 0 sobre @


(7.4)

donde 
 es un abierto acotado suave en RN ; N � 3; y f 2 C0(R):
Recordemos que la divergencia de un campo vectorial � = (�1; :::; �N) : RN ! RN

de clase C1 se de�ne como

div(�) :=
NX
i=1

@�i
@xi

:

Observa que, si � : RN ! RN y h : RN ! R son de clase C1; entonces

div(h�) = rh � �+ h [div(�)] :

La siguiente identidad debida a Pohozhaev [46] da una condición necesaria para la
existencia de soluciones del problema (7.4).

Teorema 7.3 (Identidad de Pohozhaev, 1965) Toda solución u 2 C2(
) del prob-
lema (7.4) satisface la identidad

N � 2
2

Z



jruj2 �N

Z



F (u) +
1

2

Z
@


j@u
@�
j2� � � d� = 0

donde � es la normal unitaria exterior y F (t) :=
R t
0
f(s) ds:
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Demostración: Se tiene que

div(F (u)x) = f(u)ru � x+ F (u)div(x)

= f(u) (ru � x) +NF (u);

div((ru � x)ru) = r(ru � x) � ru+ (ru � x)div(ru)

= jruj2 +r
 
jruj2

2

!
� x+ (ru � x)�u

= jruj2 + div
 
jruj2

2
x

!
�N

jruj2

2
+ �u(ru � x)

= div

 
jruj2

2
x

!
� N � 2

2
jruj2 +�u(ru � x):

Como u es solución del problema (7.4), de las desigualdades anteriores obtenemos

0 = (�u+ f(u))(ru � x)

=
N � 2
2

jruj2 �NF (u) + div((ru � x)ru� jruj
2

2
x+ F (u)x):

Integrando esta identidad y aplicando la fórmula de Green concluimos que

0 =
N � 2
2

Z



jruj2 �N

Z



F (u) +

Z



div
�
(ru � x)ru� jruj

2

2
x+ F (u)x

�
dx

=
N � 2
2

Z



jruj2 �N

Z



F (u) +

Z
@


�
(ru � �)ru� jruj

2

2
� + F (u)�

�
� � d�;(7.5)

donde � es la normal unitaria exterior a @
:
Ahora bien, como u = 0 en @
; se tiene que

ru = @u

@�
� sobre @
:

Por tanto, como j�j = 1;

jruj2 =
����@u@�

����2 sobre @


y

(ru � �) (ru � �) =
�
@u

@�
� � �

�
@u

@�
=

����@u@�
����2 � � � sobre @
:
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Por otra parte, como u = 0 sobre @
 y F (0) = 0;Z
@


F (u)� � � d� = 0:

En consecuencia,Z
@


�
(ru � �)ru� jruj

2

2
� + F (u)�

�
� � d� =

Z
@


1

2

����@u@�
����2 � � � d�:

Insertando ésta en la identidad (7.5) obtenemosla identidad deseada.

De�nición 7.4 Un dominio acotado suave 
 es estrellado respecto al origen si � �� � 0
para todo � 2 @
; y es estrictamente estrellado respecto al origen si � � � > 0 para todo
� 2 @
:

Más en general, 
 es estrellado (estrictamente estrellado) si alguna traslación de 

es estrellado (estrictamente estrellado) respecto al origen. Los dominios convexos - las
bolas, por ejemplo - son estrictamente estrellados. La siguiente �gura ilustra un dominio
que no es estrellado:

Se trata de una bola de cuyo interior hemos extraído una bola cerrada pequeña. Observa
que desde cualquier punto x0 de este dominio parte un rayo que es tangente a la frontera
de la bola pequeña.

Corolario 7.5 Sean 
 un abierto acotado suave de RN , N � 3; � � 0 y p � 2�:

(a) Si 
 es estrellado con respecto al origen y, o bien � > 0; o bien p > 2�; entonces
el problema �

��u+ �u = jujp�2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

(7.6)

no tiene ninguna solución no trivial.
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(b) Si 
 es estrictamente estrellado respecto al origen, entonces el problema�
��u = juj2

��2 u en 
;
u = 0 sobre @
;

(7.7)

no tiene ninguna solución no trivial.

Demostración: (a): Sea u 2 C2(
) una solución del problema (7.6). EntoncesZ



jruj2 +
Z



�u2 =

Z



jujp :

Aplicando la identidad de Pohozhaev con F (t) = ��
2
t2 + 1

p
jtjp, dividiendo entre N y

usando la igualdad anterior obtenemos

� 1

2N

Z
@


����@u@�
����2 � � � =

N � 2
2N

Z



jruj2 + 1
2

Z



�u2 � 1
p

Z



jujp

=

�
1

2�
� 1
p

�Z



jruj2 +
�
1

2
� 1
p

�Z



�u2:

Como � � � � 0 sobre @
,�
1

2�
� 1
p

�Z



jruj2 +
�
1

2
� 1
p

�Z



�u2 � 0:

Así pues, si � � 0 y p > 2�; o si � > 0 y p � 2�; entonces necesariamente u = 0:
(b): Análogamente, si u 2 C2(
) es solución del problema (7.7) entoncesZ

@


����@u@�
����2 � � � = 0:

En consecuencia,
��@u
@�

��2 � � � = 0 sobre @
 y, como 
 es estrictamente estrellado, nece-
sariamente @u

@�
� 0 sobre @
: Puesto que u = 0 sobre @
, se tiene que ru = @u

@�
� 0

sobre @
: Por tanto, la extensión trivial u : RN ! R de u a RN dada por

u(x) =

�
u(x) si x 2 

0 si x =2 


es de clase C1: Obviamente satisface

��u� juj2
��2 u = 0 en RN ;

lo cual contradice el principio de continuación única.
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7.3. Soluciones de energía mínima en RN

En contraste con la Proposición 7.2, veremos que S sí se alcanza en D1;2(RN)rf0g:

7.3.1. Un fenómeno de explosión

Sea 
 un dominio acotado suave en RN ; N � 3: Para cada p 2 (2; 2�] consideremos
el problema

(}p)

�
��u = jujp�2u in 
;
u = 0 on @
;

Denotemos por

Jp(u) :=
1

2
kuk2 � 1

p
jujpp

al funcional asociado, cuyo dominio es el espacio D1;2
0 (
): Recuerda que, si 
 es un

dominio acotado, D1;2
0 (
) = H1

0 (
) y la norma de D
1;2
0 (
) es equivalente a la norma

k�k1 de H1
0 (
):

Las soluciones no triviales del problema (}p) son los puntos críticos de la restricción
de este funcional a la variedad de Nehari

Np = Np(
) :=
n
u 2 D1;2

0 (
) : u 6= 0; kuk
2 = jujpp

o
:

Sea
cp = cp(
) := ��nf

u2Np(
)
Jp(u): (7.8)

Por simplicidad, escribiremos J�; N �
� y c

�
� en vez de J2� ; N

�
2� y c

�
2�.

Si p 2 (2; 2�) este ín�mo se alcanza (ver Proposición 4.21). En cambio, si p = 2�;
es sencillo comprobar que c� = 1

N
SN=2 y que, dado que S no se alcanza en un dominio

acotado (ver Proposición 7.2), c� tampoco se alcanza.
Sea up 2 Np tal que Jp(up) = cp y sea tp 2 (0;1) tal que eup := tpup 2 N�; i.e.,

tp =

 
kupk2

jupj2
�

2�

! 1
2��2

=

 
jupjpp
jupj2

�

2�

! 1
2��2

:

Lema 7.6 Se cumple que

l��m
p!2�

cp = c�; l��m
p!2�

tp = 1; l��m
p!2�

J� (eup) = c�:
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Demostración: Sea u 2 D1;2
0 (
); u 6= 0: De la desigualdad de Hölder se sigue que

j
j
2(p�2�)
2�p

kuk2

juj22�
� kuk2

juj2p
� j
j

p�2
p
kuk2

juj22
8p 2 (2; 2�): (7.9)

Sea Sp := ��nfu2D1;2
0 (
)rf0g

kuk2

juj2p
: Tomando el ín�mo sobre todo u 2 D1;2

0 (
)r f0g en las
desigualdades (7.9) obtenemos

j
j
2(p�2�)
2�p S � Sp � j
j

p�2
p S2

y, pasando al límite cuando p! 2�; obtenemos

S � l��m inf
p!2�

Sp � l��m sup
p!2�

Sp � j
j2=N S2 <1:

Probaremos a continuación que l��mp!2� Sp = S:
Argumentando por contradicción, supongamos que existe " > 0 tal que S + " <

l��m supp!2� Sp: Sea eu 2 D1;2
0 (
)r f0g tal que

keuk2
jeuj22� < S +

"

2
:

Como la función p 7! jeujp es continua, existe q 2 (2; 2�) tal que�����keuk2jeuj22� � keuk
2

jeuj2p
����� < "

2
8p 2 [q; 2�):

Por tanto,

Sp �
keuk2
jeuj2p < S + " < l��m sup

p!2�
Sp 8p 2 [q; 2�);

lo cual es una contradicción. En consecuencia, S = l��mp!2� Sp:

Un cálculo sencillo muestra que cp =
p�2
2p
(Sp)

p
p�2 : Por tanto,

c� = l��m
p!2�

cp:

Por otra parte, de la desigualdad (7.9) se sigue que

j
j
2(p�2�)
2�p S � j
j

2(p�2�)
2�p

kupk2
jupj22�

� kupk2
jupj2p

= Sp
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y, pasando al límite, obtenemos

l��m
p!2�

kupk2
jupj22�

= l��m
p!2�

kupk2
jupj2p

= S: (7.10)

Dado que cp =
p�2
2p
kupk2 ; se tiene que l��mp!2� kupk2 = Nc�: De la existencia de este

último límite y la identidad (7.10) se sigue que l��mp!2� jupj2p = l��mp!2� jupj22� : En con-
secuencia l��mp!2� tp = 1 y

l��m
p!2�

J�(eup) = l��m
p!2�

p� 2
2p

keupk2 = l��m
p!2�

t2pcp = c�;

como a�rma el enunciado.

Consideremos ahora el problema

(}1)

�
��u = juj2��2u;
u 2 D1;2(RN);

y denotemos por

J1(u) :=
1

2
kuk2 � 1

2�
juj2

�

2� ;

N1 :=
�
u 2 D1;2(RN) : u 6= 0; kuk2 = juj2�2�

	
al funcional de energía y la variedad de Nehari asociados al problema (}1): Sea

c1 := ��nf
u2N�

1

J1(u): (7.11)

Es sencillo comprobar que c1 = 1
N
SN=2: Probaremos que este ín�mo sí se alcanza.

Lema 7.7 Si uk * u débilmente en D1;2
0 (
); entonces

l��m
k!1

Z



jukj2
��2 uk' =

Z



juj2
��2 u' 8' 2 C1c (
):

Demostración: Sea ' 2 C1c (
): Elegimos un dominio acotado U tal que sop(') �
U � 
 y un número p 2 (2� � 1; 2�): Por el teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema
3.23), uk ! u fuertemente en Lp(U): La función

Lp(U) �! L
p

2��1 (U); v 7�! jvj2
��2 v;
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está bien de�nida y es continua (ver Proposición 4.7). En consecuencia,

jukj2
��2 uk �! juj2

��2 u en L
p

2��1 (U):

Usando la desigualdad de Hölder concluimos que����Z



jukj2
��2 uk'�

Z



juj2
��2 u'

���� �
Z



���jukj2��2 uk � juj2��2 u��� j'j
�

���jukj2��2 uk � juj2��2 u��� p
2��1

j'j p
p�(2��1)

�! 0 cuando k !1;

como a�rma el enunciado.

Lema 7.8 Sea H := fx 2 RN : xN > 0g: Si u 2 D1;2(RN) y u = 0 c.d. en RN r H,
entonces u 2 D1;2

0 (H):

Demostración: Probaremos primero que 'u 2 D1;2
0 (H) para toda ' 2 C1c (RN):

Para ello, tomemos una sucesión de funciones �k 2 C1c (RN) tales que �k � 0; sop(�k) �
fx 2 B 1

k
(0) : xN � 1

2k
g y

R
�k
�k = 1: La convolución �k � 'u [14, Sección 14.3] satisface

�k � 'u 2 C1c (RN);

sop(�k � 'u) � fx 2 RN : xN �
1

2k
g;

@

@xi
(�k � 'u) = �k �Di('u) �! Di('u) cuando k !1;

para cada i = 1; :::; N: Por tanto, �k � 'u 2 C1c (H) y �k � 'u! 'u en D1;2(RN): Esto
implica que 'u 2 D1;2

0 (H):
Probaremos ahora que existe una sucesión 'k 2 C1c (RN) tal que 'ku * u débilmente

en D1;2(RN): Para ello elegimos � 2 C1c (RN) tal que �(x) = 1 si jxj � 1 y �(x) = 0 si
jxj � 2; y de�nimos 'k(x) := �(x

k
): Sea  2 C1c (RN): Si sop( ) � Br(0) entoncesZ

Rn
r('ku) � r =

Z
Br(0)

['kru � r + ur'k � r ] =
Z
Rn
ru � r 8k � r:

Esto prueba que 'ku * u débilmente en D1;2(RN):
Como 'ku 2 D

1;2
0 (H) y D

1;2
0 (H) es débilmente cerrado en D1;2(RN) concluimos que

u 2 D1;2
0 (H); como a�rma el enunciado.
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Teorema 7.9 Sea pk 2 (2; 2�) tal que pk ! 2� y sea uk 2 Npk tal que Jpk(uk) = cpk :
Entonces, para una subsucesión de (uk) a la que denotaremos del mismo modo, existen
sucesiones (�k) en 
 y ("k) en (0;1); y una solución no trivial ! del problema (}1)
tales que

(i) "�1k dist(�k; @
)!1 cuando k !1;

(ii) l��m
k!1

kuk � !kk = 0; donde !k(x) := "
2�N
2

k !
�
x��k
"k

�
;

(iii) J1(!) = c1:

Demostración: Como la demostración es larga, la subdividimos en varios pasos.
Paso 1: Sea tk 2 (0;1) tal que euk := tkuk 2 N�: El Lema 7.6 asegura que tk ! 1

y que (euk) es una sucesión minimizante para J� sobre N�: El principio variacional de
Ekeland asegura entonces que existe una sucesión (vk) en N� tal que

J�(vk)! c�; rJ�(vk)! 0 en D1;2
0 (
); kuk � vkk ! 0: (7.12)

Observa que J�(vk) = 1
N
kvkk2 = 1

N
jvkj2

�

2� : Por tanto, (vk) está acotada en D
1;2
0 (
) y,

pasando a una subsucesión, se tiene que vk * u débilmente en D1;2
0 (
):

Probaremos primero que u = 0: Argumentando por contradicción, supongamos que
u 6= 0: Por el Lema 7.7, para toda ' 2 C1c (
) se tiene que

J 0�(u)' =

Z



ru � r'�
Z



juj2
��2 u'

= l��m
k!1

Z



rvk � r'� l��m
k!1

Z



jvkj2
��2 vk' = l��m

k!1
J 0�(vk)' = 0:

Por tanto, u es solución del problema (}2�) y, como u 6= 0; se cumple que u 2 N�: En
consecuencia,

c� � J�(u) =
1

N
kuk2 � l��m inf

k!1

1

N
kvkk2 = l��m inf

k!1
J(vk) = c�:

Esto prueba que J�(u) = c�, lo que contradice a la Proposición 7.2. Así pues, u = 0:
Paso 2: Elegimos � 2 (0; N

2
c�): Para cada uk consideramos la función Q : [0;1)!

R dada por

Qk(r) := sup
x2RN

Z
Br(x)

jvkj2
�
:
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Esta función es continua, no decreciente, y satisface que Qk(0) = 0 y que Qk(r) = jvkj2
�

2�

para toda r � 1
2
R donde R denota al diámetro de 
: Como jvkj2

�

2� ! Nc� se tiene que,
para k su�cientemente grande, existen "k 2 (0; 12R) y �k 2 R

N tales que

� = Qk("k) = sup
x2RN

Z
B"k (x)

jvkj2
�
=

Z
B"k (�k)

jvkj2
�
: (7.13)

Como � > 0, necesariamente dist(�k;
) � "k <
1
2
R; así que (�k) está acotada.

Paso 3: Sea 
k := fz 2 RN : "kz + �k 2 
g. Para z 2 
k; de�nimos

wk(z) := "
N�2
2

k vk("kz + �k):

Haciendo un cambio de variable, de la a�rmación (7.13) se obtiene

sup
z2RN

Z
B1(z)

jwkj2
�
=

Z
B1(0)

jwkj2
�
= �: (7.14)

Como kwkk = kvkk, la sucesión (wk) está acotada en D1;2(RN) y, para una subsucesión,
se tiene que wk * w débilmente en D1;2(RN); wk ! w fuertemente en L2loc(RN); y
wk ! w c.d. en RN :
Dada ' 2 C1c (RN); de�nimos 'k(x) := '(x��k

"k
): Se tiene entonces que k'2wkk =

k'2kvkk : En consecuencia ('2kvk) está acotada en D1;2
0 (
) y, como rJ�(vk) ! 0 en

D1;2
0 (
); se cumple que

Z

k

rwk � r
�
'2wk

�
�
Z

k

'2 jwkj2
�
=

Z



rvk � r('2kvk)�
Z



'2k jvkj
2�

= J 0�(vk)
�
'2kvk

�
= o(1): (7.15)

Probaremos a continuación que w 6= 0. Argumentando por contradicción, supong-
amos que w = 0: Entonces wk ! 0 en L2loc(RN): Sea ' 2 C1c (B1(z)) con z 2 RN : Usando
la identidad (7.15), la desigualdad de Hölder, la identidad (7.14) y que � < N

2
c� =

1
2
SN=2;
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obtenemosZ

k

jr ('wk)j2 =

Z

k

j'rwk + wkr'j2

=

Z

k

'2 jrwkj2 +
Z

k

2'wkrwk � r'+
Z

k

w2k jr'j
2

=

Z

k

rwk � r
�
'2wk

�
+ o(1)

=

Z

k

'2 jwkj2
�
+ o(1)

=

Z
B1(z)\
k

j'wkj2 jwkj2
��2 + o(1)

�
�Z

B1(z)

jwkj2
�
� 2��2

2�
�Z


k

j'wkj2
�
� 2

2�

+ o(1)

� �2=NS�1
Z

k

jr ('wk)j2 + o(1)

<

�
1

2

�2=N Z

k

jr ('wk)j2 + o(1):

En consecuencia, k'wkk2 =
R

k
jr ('wk)j2 = o(1) y, como S j'wkj22� � k'wkk2 ; con-

cluimos que j'wkj2
�

2� = o(1) para toda ' 2 C1c (B1(z)); z 2 RN : Esto implica que wk ! 0
en L2

�
loc(RN); lo cual contradice a la a�rmación (7.14). Queda así demostrado que w 6= 0:
Paso 4: Sean (�k) y ("k) las sucesiones de�nidas en el Paso 2. Como estas sucesiones

están acotadas, pasando a una subsucesión, se cumple que �k ! � en RN y que "k ! "

en [0;1). Si " > 0 de�nimos v(x) := "
2�N
2 w(x��

"
) y bvk(x) := "

N�2
2

k v("kz+ �k): Entonces
kbvk � wk ! 0 y, como vk * 0 y wk * w débilmente en D1;2(RN); obtenemos que

0 = l��m
k!1

Z
RN
rvk � rv = l��m

k!1

Z
RN
rwk � rbvk

= l��m
k!1

Z
RN
rwk � rw + l��m

k!1

Z
RN
rwk � r (bvk � w) = kwk2 6= 0;

una contradicción. En consecuencia, "k ! 0:
Paso 5: Sea

dk := "�1k dist(�k; @
):

Pasando a una subsucesión se tiene que dk ! d 2 [0;1]. Denotemos por �� a la normal
unitaria en cada punto � 2 @
; que apunta hacia el interior a 
: Como @
 es suave y
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compacta existe r0 > 0 tal que

Br0(� + r0��) � 
 y Br0(� � r0��) � RN r 
 8� 2 @
: (7.16)

Probaremos que, si d 2 [0;1); entonces existe un semiespacio H de RN tal que w es
una solución no trivial del problema

��u = juj2��2u; u 2 D1;2
0 (H) (7.17)

y que, si d =1; entonces w es una solución no trivial del problema

��u = juj2��2u; u 2 D1;2(RN): (7.18)

Supongamos primero que d 2 [0;1). Entonces, como "k ! 0; se cumple que
dist(�k; @
) ! 0: Por tanto, � 2 @
 y, para k su�cientemente grande, existe un único
�k 2 @
 tal que j�k � �kj = dist(�k; @
): Hay dos posibilidades:
(i) Una subsucesión de (�k) está en 
: En este caso, �k� �k = dk"k��k ; y la imagen

bajo la tranformación x 7! x��k
"k

del semiespacio que contiene a �k + ��k cuya frontera
es el espacio tangente a @
 en el punto �k es el semiespacio

Hk := fz 2 RN : ��k � z > �dkg:

De�nimos
H := fz 2 RN : �� � z > �dg:

Es sencillo comprobar que, para cualquier subconjunto compacto X de RN ; existe k0 2
N tal que

si X � H entonces X � 
k 8k � k0;

si X � RN rH entonces X � RN r 
k 8k � k0:

En efecto, si X es compacto y X � H; existe r > 0 tal que X está contenido en la
bola Bdk+r(r��k) de radio dk + r tangente a @Hk en el punto �dk��k =

�k��k
"k

para k
su�cientemente grande. La transformación z 7! "kz + �k aplica a Bdk+r(r��k) en la
bola B"k(dk+r)(�k + "k(dk + r)��k) de radio "k(dk + r) tangente a @
 en �k: Para k
su�cientemente grande, "k(dk + r) � r0: Por tanto,

B"k(dk+r)(�k + "k(dk + r)��k) � Br0(�k + r0��) � 


y, en consecuencia, X � Bdk+r(r��k) � 
k. Procediendo de manera análoga, se demues-
tra que, si X � RN rH; entonces X � RN r 
k para k su�cientemente grande.
(ii) Una subsucesión de (�k) está en RN r 
: En este caso, �k � �k = �dk"k��k ; y

la imagen bajo la tranformación x 7! x��k
"k

del semiespacio que contiene a �k+ ��k cuya
frontera es el espacio tangente a @
 en el punto �k es el semiespacio

Hk := fz 2 RN : ��k � z > dkg:
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De�nimos
H := fz 2 RN : �� � z > dg:

Argumentando como antes se prueba que, si X es un subconjunto compacto de RN ;
existe k0 2 N tal que

si X � H entonces X � 
k 8k � k0;

si X � RN rH entonces X � RN r 
k 8k � k0:

Así pues, en ambos casos se tiene que, si z 2 RN r H, entonces z 2 RN r 
k para
k � k0: Como wk(z) = 0 para z 2 RN r 
k y wk ! w c.d. en RN , concluimos que
w = 0 c.d. en RN rH. El Lema 7.8 asegura entonces que w 2 D1;2

0 (H): Se tiene además
que, si ' 2 C1c (H); entonces sop(') � 
k para k su�cientemente grande: Así que, si

de�nimos 'k(x) := "
2�N
2

k '("�1k (x � �k)); entonces 'k 2 C1c (
) y ('k) está acotada en
D1;2
0 (
). Como rJ�(vk) ! 0 en D1;2

0 (
) y wk * w débilmente en D1;2(RN); tomando
el límite de la identidadZ


k

rwk � r'�
Z

k

jwkj2
��2wk' =

Z



rvk � r'k �
Z



jvkj2
��2 vk'k = J 0�(vk)'k;

cuando k !1; concluimos queZ
RN
rw � r'�

Z
RN
jwj2

��2w' = 0 8' 2 C1c (H):

Esto prueba que w es una solución no trivial del problema (7.17).
Supongamos ahora que d = 1: Entonces, para cualquier r � 1, se cumple que

dist(�k; @
) � (r + 1) "k para k � k0. En el Paso 2 vimos que dist(�k;
) � "k <
1
2
R.

Por tanto, �k 2 
 y B"kr(�k) � 
 para k � k0. De esta última a�rmación se sigue que,
si ' 2 C1c (RN); entonces sop(') � 
k para k su�cientemente grande y, argumentando
como en el párrafo anterior, concluimos queZ

RN
rw � r'�

Z
RN
jwj2

��2w' = 0 8' 2 C1c (RN);

es decir, w es una solución no trivial del problema (7.18).
Paso 6: En cualquier caso, w 2 N1:Así que, comowk * w débilmente enD1;2(RN);

usando el Lema 6.32 obtenemos

c1 � 1

N
kwk2 � 1

N
kwk2 + l��m

k!1

1

N
kwk � wk2 (7.19)

= l��m
k!1

1

N
kwkk2 = l��m

k!1

1

N
kvkk2 = c� = c1;
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Esto implica que J1(w) = 1
N
kwk2 = c1. Pero la Proposición 7.2 asegura que el proble-

ma (7.17) no tiene una solución no trivial de energía mínima. Así que, necesariamente,
d = 1 y w es una solución no trivial del problema (7.18). De la identidad (7.19) se
sigue además que

0 = l��m
k!1

kwk � wk2 = l��m
k!1

vk � "
2�N
2

k w

�
� � �k
"k

�2 = l��m
k!1

kuk � w"kk
2 ;

como a�rma el teorema.

Destacamos la siguiente consecuencia del teorema anterior.

Teorema 7.10 El problema

(}1)

�
��u = juj2��2u;
u 2 D1;2(RN);

tiene una solución !; positiva y radialmente simétrica con respecto al origen, tal que
J1(!) = c1:

Demostración: La demostración de la simetría y la positividad es idéntica a la del
caso subcrítico.

7.3.2. La burbuja estándar

Aubin y Talenti [1, ?] dieron una fórmula explícita para las soluciones de energía
mínima del problema (}1). Probaron que éstas son precisamente las translaciones y
dilataciones de la función

U(x) := aN

�
1

1 + jxj2
�N�2

2

; aN = (N(N � 2))N�24 ;

es decir, son las funciones

U";y(x) = aN

�
"

"2 + jx� yj2
�N�2

2

; " > 0; y 2 RN ;

que reciben el nombre de burbujas estándar. Veremos que, en efecto, estos son los
mínimos de J1 en N1(RN): Empecemos probando el siguiente resultado.



122 7. PROBLEMAS ELíPTICOS CON EXPONENTE CRíTICO

Lema 7.11 Sea u 2 C2(RN) una función positiva y radialmente simétrica con respecto
al origen, es decir, u(x) = v(jxj): Entonces u es solución del problema (}1) si y sólo
si v 2 C2[0;1) es solución del problema�

d
dr
(rN�1 dv

dr
) = �rN�1v

N+2
N�2 r > 0

v(0) = u(0); dv
dr
(0) = 0:

(7.20)

Demostración: La demostración se obtiene fácilmente mediante un cálculo directo.

Teorema 7.12 La burbuja estándar

U(x) = aN

�
1

1 + jxj2
�N�2

2

; aN = (N(N � 2))N�24 ;

es, salvo translación, dilatación y signo, el único mínimo de J1 en N1:

Demostración: Sea u 2 N1 un mínimo de J1: Resultados de la regularidad ase-
guran que u 2 C2(RN). Sin perder generalidad, podemos suponer que u es positiva y
radialmente simétrica respecto al origen.
Sea " > 0 y sea U" la "-dilatación de U; es decir,

U"(x) = aN

�
"

"2 + jxj2
�N�2

2

:

Escojamos " de modo que U"(0) = aN"
2�N
2 = u(0):Un cálculo sencillo permite demostrar

que la función

v(r) := aN

�
"

"2 + r2

�N�2
2

satisface (7.20). Así pues, dado que u y U" satisfacen (7.20) con las mismas condiciones
iniciales, concluímos que u = U":

7.4. El problema de Brezis-Nirenberg

Consideremos ahora el problema

(}�)

�
��u+ �u = juj2

��2 u;

u 2 D1;2
0 (
);



7.4. EL PROBLEMA DE BREZIS-NIRENBERG 123

donde 
 � RN es abierto y acotado, N � 3; y � 2 (��1;1); donde �1 = �1(
) es el
primer valor propio de �� en D1;2

0 (
) = H1
0 (
).

Recuerda que, para � 2 (��1;1);

kuk� :=
�Z




�
jruj2 + �u2

��1=2
es una norma equivalente a la norma de D1;2

0 (
) (Proposición 3.21). Por tanto, las
soluciones no triviales del problema (}�) son los puntos críticos de la restricción del
funcional

J�(u) =
1

2
kuk2� �

1

2�
juj2

�

2�

a la variedad de Nehari

N� := fu 2 D1;2
0 (
) : u 6= 0; kuk

2
� = juj

2�

2�g:

Denotemos por

c� := ��nf
N�
J� =

1

N
S
N=2
� ; S� := ��nf

u2D1;2
0 (
)
u 6=0

kuk2�
juj22�

:

Demostramos que, si � = 0; este ín�mo no se alcanza. Brezis y Nirenberg [12] probaron
que, si N � 4 y � 2 (��1; 0); el ín�mo c� siempre se alcanza. El objetivo de esta sección
es probar dicho resultado. Empezaremos demostrando el siguiente resultado.

Proposición 7.13 Si � 2 (��1; 0] se tiene que
(a) S� � S:
(b) Si S� < S; entonces J� alcanza su mínimo en N�:

Demostración: (a) Observa que, para � 2 (��1; 0];

kuk2� =
Z



�
jruj2 + �u2

�
�
Z



jruj2 = kuk2 8u 2 D1;2
0 (
):

En consecuencia, S� � S:
(b) Supongamos que S� < S: Sea (uk) una sucesión en D

1;2
0 (
) tal que jukj2� = 1 y

kukk2� ! S�: Como (uk) está acotada en D
1;2
0 (
) una subsucesión satisface

uk * u débilmente en D1;2
0 (
);

uk ! u fuertemente en L2(
);

uk(x) ! u(x) c.d. en 
;
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En particular, se cumple que

l��m
k!1

kuk � uk2� = l��m
k!1

kuk � uk2 + � l��m
k!1

juk � uj22 = l��m
k!1

kuk � uk2 :

A�rmamos que u 6= 0 pues, de lo contrario, la identidad anterior implica que

S� = l��m
k!1

kukk2� = l��m
k!1

kukk2 � S

y, en consecuencia S� = S; lo que contradice nuestra hipótesis.
Aplicando los Lemas 6.32 y 6.34 y el Ejercicio 6.35 obtenemos que

S� = S�

�
l��m
k!1

jukj2
�

2�

�2=2�
= S�

�
l��m
k!1

juk � uj2�2� + juj2
�

2�

�2=2�
� S�

�
l��m
k!1

juk � uj22� + juj22�
�

� l��m
k!1

kuk � uk2� + kuk
2
�

= l��m
k!1

kukk2� = S�:

Como u 6= 0; concluimos (Ejercicio 6.35) que

l��m
k!1

juk � uj2�2� = 0:

Por tanto, juj2� = 1 y, como uk * u débilmente en D1;2
0 (
); se tiene que

S� �
kuk2�
juj22�

= kuk2� � l��m
k!1

kukk2� = S�:

Es decir, kuk
2
�

juj2
2�
= S�:

En virtud de la proposición anterior, para demostrar la existencia de una solución
de energía mínima del problema (}�) bastará probar que existe u 2 D1;2

0 (
) con u 6= 0
tal que kuk2�

juj2
2�
< S: Usaremos como modelo a la burbuja estándar,

U"(x) = aN

�
"

"2 + jxj2
�N�2

2

; " > 0:

Dado que ésta no tiene soporte en 
 procederemos a multiplicarla por una función
de corte. Sin perder generalidad, podemos suponer que 0 2 
: Sea R > 0 tal que
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B2R(0) � 
: Fijemos una función ' 2 C1(RN) tal que 0 � '(x) � 1 para todo x 2 RN ,
'(x) = 1 si jxj � R y '(x) = 0 si jxj � 2R. Para cada " > 0 consideremos la función

u" := 'U": (7.21)

Notación 7.14 Denotaremos por O("�) a una función (que depende de ") tal que existe
una constante C > 0 (independiente de ") que cumple��"��O("�)�� � C 8" su�cientemente pequeño.

Lema 7.15 Se tienen las siguientes estimaciones:Z



jru"j2 = SN=2 +O("N�2); (7.22)Z



ju"j2
�
= SN=2 +O("N); (7.23)Z




ju"j2 �
(
C"2 +O("N�2) si N � 5;
C"2 jln "j+O("2) si N = 4:

(7.24)

Demostración: Como U" es solución de energía mínima del problema (}1), se tiene
que Z

RN
jrU"j2 = SN=2 =

Z
RN
jU"j2

�
:

Observa que

rU"(x) = �aN(N � 2)"N�22
�

1

"2 + jxj2
�N=2

x:

Se tiene entonces queZ



jru"j2 =
Z
RN
j'rU" + (r')U"j2

=

Z
RN
'2jrU"j2 + 2

Z
RN
'U"(rU" � r') +

Z
RN
j(r')j2 U2"

=

Z
RN
jrU"j2 �

Z
RN
(1� '2)jrU"j2 + 2

Z
RN
'U"(rU" � r') +

Z
RN
jr'j2 U2"

= SN=2 +O("N�2);

ya que Z
RN
(1� '2)jrU"j2 = C"N�2

Z
jxj>R

(1� '2)

�
1

"2 + jxj2
�N

jxj2 dx

� C"N�2
Z
jxj>R

jxj�2N+2 dx <1;
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Z
RN
'U" (rU" � r') = C"N�2

Z
R<jxj<2R

�
1

"2 + jxj2
�N�1

(x � r') dx

� C"N�2
Z
R<jxj<2R

jxj�2N+3 dx;

Z
RN
jr'j2 U2" = C"N�2

Z
R<jxj<2R

jr'j2
�

1

"2 + jxj2
�N�2

dx

� C"N�2
Z
R<jxj<2R

jxj�2N+4 dx;

donde C denota a distintas constantes positivas. Esto prueba (7.22).
Por otra parte, Z




ju"j2
�
=

Z
RN
jU"j2

� �
Z
RN
(1� '2

�
)jU"j2

�

= SN=2 +O("N);

ya que Z
RN
(1� '2

�
)jU"j2

�
= C"N

Z
jxj>R

(1� '2
�
)

�
1

"2 + jxj2
�N

dx

� C"N
Z
jxj>R

jxj�2N dx:

Esto demuestra (7.23).
Finalmente,Z




ju"j2 =

Z
jxj�R

U2" +

Z
R�jxj�2R

u2"

�
Z
jxj�R

U2" =

Z
jxj�"

U2" +

Z
"�jxj�R

U2"

� C

"Z
jxj�"

�
1

2"

�N�2
dx+

Z
"�jxj�R

�
"

2jxj2

�N�2
dx

#

= C"2 + C"N�2
Z R

"

r�N+3 dr

y, dado que Z R

"

r�N+3 dr =

(
�1
N�4(R

�N+4 � "�N+4) si N � 5;
lnR� ln " si N = 4;
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concluimos que Z



ju"j2 �
(
C"2 +O("N�2) si N � 5;
C"2 jln "j+O("2) si N = 4:

Esta es justamente la estimación (7.24).

Teorema 7.16 (Brezis-Nirenberg 1983) Si N � 4 y � 2 (��1; 0) entonces el prob-
lema (??) tiene una solución de energía mínima.

Demostración: Por la Proposición 7.13 basta probar que, para " > 0 su�cientemente
pequeña, se cumple que

ku"k2�
ju"j22�

< S;

donde u" es la función de�nida en (7.21). En lo sucesivo C;Ci denotan constantes
positivas.
Consideremos primero el caso N � 5: Como � < 0; se sigue de (7.22), (7.23) y (7.24)

que

ku"k2� � SN=2 + �C"2 +O("N�2);

ju"j22� =
�
SN=2 +O("N)

�2=2� � �SN=2 � C1"
N
�2=2� � C2

para " > 0 su�cientemente pequeña. Por tanto,

ku"k2�
ju"j22�

� SN=2 + �C"2 +O("N�2)

(SN=2 � C1"N)
2=2�

=
SN=2 � C1"

N + �C"2 +O("N�2)

(SN=2 � C1"N)
2=2�

=
�
SN=2 � C1"

N
�2=N

+
�C"2 +O("N�2)

C2
� S +

�
�C3 + C4"

N�4� "2:
Como � < 0 y N � 5; para " > 0 su�cientemente pequeña se tiene que �C3+C4"N�4 <
0: Por tanto,

ku"k2�
ju"j22�

< S;

como queríamos probar.
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Si N = 4; argumentando como antes obtenemos que, para " > 0 su�cientemente
pequeña,

ku"k2�
ju"j22�

� S2 + �C"2 jln "j+O("2)

(S2 � C1"4)
2=2�

= S + (�C3 jln "j+ C4) "
2:

Como �C3 jln "j+ C4 < 0 para " > 0 su�cientemente pequeña, concluimos que

ku"k2�
ju"j22�

< S:

Esto concluye la demostración.

7.5. Representación de sucesiones de Palais-Smale

Probaremos el siguiente resultado.

Teorema 7.17 Sea (uk) una sucesión en D
1;2
0 (
) tal que

J�(uk)! c y rJ�(uk)! 0:

Entonces, pasando a una subsucesión, existen una solución (posiblemente trivial) u del
problema (}�), m sucesiones (�1;k); : : : ; (�m;k) en 
, m sucesiones ("1;k); : : : ; ("m;k) en
(0;1); y m soluciones no triviales bu1; : : : ; bum del problema (}1), con las siguientes
propiedades:

(i) "�1i;kdist(� i;k; @
)!1 cuando k !1;

(ii) l��m
k!1

uk � u�
mP
i=1

"
2�k
2

i;k bui � � ��i;k
"i;k

� = 0:;
(iii) J�(u) +

mP
i=1

J1(bui) = c:

Antes de demostrar el teorema anterior, demostremos una consecuencia importante
de él.

Corolario 7.18 El funcional J� : N� ! R satisface la condición de Palais-Smale en
(c�; 2c�):
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Demostración: .....

Lema 7.19 Sea (uk) una sucesión en D1;2(RN) tal que uk * u débilmente en D1;2(RN)
con u 2 L1loc(RN): Entonces

jukj2
��2 uk � juk � uj2

��2 (uk � u) �! juj2
��2 u en (D1;2(RN))0;

es decir, ����Z
RN

�
jukj2

��2 ukv � juk � uj2
��2 (uk � u) v � juj2

��2 uv
����� � o(1) kvk

para todo v 2 D1;2(RN); donde o(1) denota a una función que tiende a 0 cuando k !1:

Demostración: Denotemos por h(v) := jvj2
��2 v. Aplicando el teorema del valor

medio a la función t 7! h(v � tu) obtenemos que existe t 2 (0; 1) tal que

jh(v)� h(v � u)� h(u)j � jh(v)� h(v � u)j+ jh(u)j
= (2� � 1) jv � tuj2

��2 juj+ juj2
��2 juj

� (2� � 1) (jvj+ juj)2
��2 juj+ juj2

��2 juj
� C

�
jvj2

��2 + juj2
��2
�
juj : (7.25)

Aquí, y en lo sucesivo, C denota a una constante positiva, no necesariamente la misma.
Sea " > 0: Aplicando las desigualdades de Hölder y Sobolev, se tiene que����Z

jxj�R
(h(uk)v � h (uk � u) v � h(u)v)

����
�
Z
jxj�R

jh(uk)� h (uk � u)j jvj+
Z
jxj�R

jh(u)j jvj

� C

Z
jxj�R

�
jukj2

��2 + juj2
��2
�
juj jvj

� C
�
jukj2

��2
2� + juj2

��2
2�

��Z
jxj�R

juj
�
jvj2�

� C

�Z
jxj�R

juj
�
kvk < "

2
kvk 8v 2 D1;2(RN): (7.26)

para algún R > 0 su�cientemente grande.
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Sea M := m�axjxj�R ju(x)j : De la desigualdad (7.25) se sigue que

jh(v)� h(v � u)� h(u)j � C
�
jvj2

��2 +M2��2
�
M

� C
�
jvj2

��2 + 1
�
:

Así que, tomando p := 4
5
2�; la Proposición asegura que el operador de Nemytskii

Lp(Br(0))! L2N=5(Br(0)); v 7�! h(v)� h(v � u)� h(u);

es continuo. Como p 2 [1; 2�); el teorema de Rellich-Kondrashov asegura que uk !
u fuertemente en Lp(Br(0)) y, en consecuencia, h(uk) � h(uk � u) � h(u) ! 0 en
L2N=5(Br(0)): Aplicando de nuevo las desigualdades de Hölder y Sobolev se tiene que,
para k su�cientemente grande,����Z

jxj�R
(h(uk)v � h (uk � u) v � h(u)v)

����
� jh(uk)� h(uk � u)� h(u)j2N=5 jvj2N=(2N�5)
� C jh(uk)� h(uk � u)� h(u)j2N=5 kvk

<
"

2
kvk 8v 2 D1;2(RN): (7.27)

De las desigualdades (7.26) y (7.27) se sigue que, para k su�cientemente grande,����Z
RN
(h(uk)v � h (uk � u) v � h(u)v)

���� < " kvk 8v 2 D1;2(RN);

como a�rma el enunciado.

Como antes, denotamos a J0; la energía del problema (}0), por J�:

Proposición 7.20 Sea (vk) una sucesión en D1;2
0 (
) tal que vk * 0 débilmente en

D1;2
0 (
);

J�(vk)! c > 0 y rJ�(vk)! 0:

Entonces, pasando a una subsucesión, existen una sucesión (�k) en 
, una sucesión ("k)
en (0;1), una solución no trivial ! del problema (}1) y una sucesión (evk) en D1;2

0 (
)
con las siguientes propiedades:

(i) "�1k dist(�k; @
)!1 cuando k !1;

(ii) l��m
k!1

vk � evk � "
2�N
2

k !
�
� ��k
"k

� = 0;
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(iii) evk * 0 débilmente en D1;2
0 (
); J�(evk)! c� J1(!) y rJ�(evk)! 0:

Demostración: Copiando la demostración del Teorema 7.9 a partir del Paso 2 y
hasta el Paso 5, reemplazando únicamente a c� por c; concluimos que existen sucesiones

(�k) en RN y ("k) en (0;1) tales que, si de�nimos wk(z) := "
N�2
2

k vk("kz+ �k); entonces

wk * ! 6= 0 débilmente en D1;2(RN)

y se cumple que, o bien "�1k dist(�k; @
)! d 2 [0;1) y ! es solucion del problema

��u = juj2��2u; u 2 D1;2
0 (H)

en un semiespacio H de RN , o bien "�1k dist(�k; @
) ! 1; �k 2 
; y ! es solución del
problema

(}1) ��u = juj2��2u; u 2 D1;2(RN):

Pero la primera opción es imposible, ya que el problema no tiene solución no trivial en
H (Tarea 10). Así que la segunda opción es la que, necesariamente, se cumple.
Vamos ahora a de�nir la sucesión evk: Elegimos una función � 2 C1c (Rk) tal que

0 � �(x) � 1, �(x) = 1 si jxj � 1 y �(x) = 0 si jxj � 2; y de�nimos

evk(x) := vk(x)� "
2�N
2

k !

�
x� �k
"k

�
�

�
x� �k
rk

�
; con rk :=

1

2
dist(�k; @
):

Entonces, si denotamos por  k(z) := 1� �
�
"kz
rk

�
; se tiene que

vk � evk � "
2�k
2

k !

�
� � �k
"k

�2 =

" 2�k2k !

�
� � �k
"k

��
1� �

�
� � �k
rk

��2
= k! kk

2 � C

�Z
RN
 2k jr!j

2 +

Z
RN
!2 jr kj

2

�
(7.28)

� C

 Z
jzj� rk

"k

jr!j2 +
�
"k
rk

�2 Z
rk
"k
�jzj� 2rk

"k

!2

!

donde, aquí y en lo sucesivo, C denota a una constante positiva, no necesariamente
la misma. (Observa que ! no está en L2(RN); pero sí está en L2loc(RN)). Como

rk
"k
=

1
2
"�1k dist(�k; @
)!1 y ! 2 D1;2(RN) se tiene queZ

jzj� rk
"k

jr!j2 ! 0. (7.29)
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Por otra parte, usando la desigualdad de Hölder obtenemos

�
"k
rk

�2 Z
rk
"k
�jzj� 2rk

"k

!2 �
�
"k
rk

�2 "
C

�
rk
"k

�N#(2��2)=2�  Z
rk
"k
�jzj� 2rk

"k

!2
�

!2=2�

� C

 Z
jzj� rk

"k

!2
�

!2=2�
! 0: (7.30)

La a�rmación (ii) se sigue de (7.28), (7.29) y (7.30).
Puesto que vk * 0 débilmente en D1;2

0 (
); de la de�nición de evk se sigue inmediata-
mente que evk * 0 débilmente en D1;2

0 (
): Por otra parte, como wk * ! débilmente en
D1;2(RN), usando (ii) obtenemos

kvkk2 = kwkk2 = kwk � !k2 + k!k2 + o(1)

=

vk � "
2�k
2

k !

�
� � �k
"k

�2 + k!k2 + o(1)

= kevkk2 + k!k2 + o(1);

donde o(1) denota a una función que tiende a 0 cuando k !1: Análogamente, usando
el lema de Brezis-Lieb, la a�rmación (ii) y la desigualdad de Sobolev, obtenemos

jvkj2
�

2� = jwkj2
�

2� = jwk � !j2
�

2� + j!j
2�

2� + o(1)

=

����vk � "
2�k
2

k !

�
� � �k
"k

�����2�
2�
+ j!j2

�

2� + o(1)

= jevkj2�2� + j!j2�2� + o(1):

En consecuencia,
c = l��m

k!1
J�(vk) = l��m

k!1
J�(evk) + J1(!):

Un argumento análogo, usando el Lema 7.19, demuestra que

0 = l��m
k!1

rJ�(vk) = l��m
k!1

rJ�(evk) +rJ1(!) = l��m
k!1

rJ�(evk):
Esto concluye la demostración.

Demostración del Teorema 7.17: Observa primero que, si (uk) es una sucesión
en D1;2

0 (
) tal que
J�(uk)! c y rJ�(uk)! 0;
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entonces, como

2

N � 2 kukk
2
� = 2

�J�(uk)� J 0�(uk)uk � C + o(1) kukk� ;

se tiene que (uk) está acotada en D
1;2
0 (
): En consecuencia, c � 0: Si c = 0 entonces

uk ! 0 fuertemente enD1;2
0 (
) y la a�rmación del teorema se cumple. Si c 6= 0, pasando

a una subsucesión, se tiene que un * u débilmente en D1;2
0 (
); un ! u fuertemente en

L2(
); y un ! u c.d. en 
: Usando el Lema 7.7 obtenemos que, para toda ' 2 C1c (
);

J 0�(uk)' =

Z



(ruk � r'+ �uk')�
Z



jukj2
��2 uk'

�!
Z



(ru � r'+ �u')�
Z



juj2
��2 u' = J 0�(u)'

y, como J 0�(uk)'! 0; se tiene que u es solución de (}�):
De�nimos v1k := uk � u: Como v1k ! 0 fuertemente en L2(
);

kukk2� =
v1k2 + kuk2� + o(1);

y usando el lema de Brezis-Lieb obtenemos

J�(uk) =
1

2
kukk2� �

1

2�
jukj2

�

2�

=
1

2

v1k2 � 1

2�
��v1k��2�2� + 12 kuk2� � 1

2�
juj2

�

2� + o(1)

= J�(v
1
k) + J�(u) + o(1):

De modo que,
J�(v

1
k)! c� J�(u) =: c

1:

Del Lema 7.19 se sigue además que

o(1) = jukj2
��2 uk � juk � uj2

��2 (uk � u)� juj2
��2 u

= J 0�(uk)� J 0�(v
1
k)� J 0�(u) + o(1)

= �J 0�(v1k) + o(1) en (D1;2(RN))0;

es decir,
rJ�(v1k)! 0:

Si c1 = 0; entonces

2

N � 2
v1k2 = 2�J(v1k)� J 0(v1k)v

1
k = o(1);
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es decir, uk ! u fuertemente en D1;2
0 (
) y la demostración termina. Si, por el contrario,

c1 6= 0; aplicamos la Proposición 7.20 a (v1k): La conclusión del teorema se obtiene
aplicando esta proposición un número �nito de veces.

7.6. El problema de Bahri-Coron

7.6.1. El baricentro

De�nición 7.21 Si 
 es un dominio acotado y u 2 L2
�
(
) r f0g; de�nimos el bari-

centro de u como

�(u) :=

R


x ju(x)j2

�
dx

juj2�2�
;

donde Z



x ju(x)j2
�
dx :=

�Z



x1 ju(x)j2
�
dx; :::;

Z



xN ju(x)j2
�
dx

�
2 RN :

Observa que, como 
 es acotado, las proyecciones xi : 
 ! R están en L1(
); así
que las integrales son �nitas.

Lema 7.22 Sean 
 un dominio acotado y u 2 L2�(
)r f0g:

(a) Si � 2 RN y u� 2 L2
�
(
�) r f0g es la función u�(z) := u(z � �); donde U� :=

fz 2 RN : z � � 2 
g; entonces

�(u�) = �(u) + �:

(b) Si 
 satisface que x 2 
 si y sólo si �x 2 
; y u(x) = u(�x) para todo x 2 
;
entonces �(u) = 0:

(c) �(tu) = �(u) para todo t 2 Rr f0g:

Demostración: (a) Haciendo el cambio de variable x = z � � obtenemos

�(u�) =

R

�
z ju(z � �)j2

�
dz

ju� j2
�

2�

=

R


(x+ �) ju(x)j2

�
dx

juj2�2�
= �(u) + �:

(b) Haciendo el cambio de variable x = �y obtenemos

�(u) =

R


x ju(x)j2

�
dx

juj2�2�
=
�
R


y ju(y)j2

�
dy

juj2�2�
= ��(u):
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En consecuencia, �(u) = 0:
(c) es inmediata.

Lema 7.23 La función baricentro � : L2�(
)r f0g ! RN es continua.

Demostración: Sean uk; u 2 L2
�
(
) r f0g tales que uk ! u en L2

�
(
): Entonces

existe g 2 L2�(
) tal que, pasando a una subsucesión,

uk(x)! u(x) y juk(x)j � g(x) p.c.t. x 2 
;

ver [14, Teorema 14.28]. Por el teorema de convergencia dominada se tiene que����Z



xi

�
juk(x)j2

�
� ju(x)j2

�
�
dx

���� � C

Z



���juk(x)j2� � ju(x)j2���� dx = o(1):

En consecuencia,

�(uk) =

R


x juk(x)j2

�
dx

jukj2
�

2�

�!
R


x ju(x)j2

�
dx

juj2�2�
= �(u):

Esto prueba que � es continua.

Como antes, denotamos por

J�(u) =
1

2
kuk2 � 1

2�
juj2

�

2� ;

N� := fu 2 D1;2
0 (
) : u 6= 0; kuk

2 = juj2
�

2�g;
c� := ��nf

N�
J�:

Proposición 7.24 La función baricentro � : N� ! R es continua y, dada d > 0; existe
� > 0 tal que

dist(�(u);
) < d 8u 2 N� con J�(u) < c� + �:

Demostración: La primera a�rmación es consecuencia del lema anterior y la de-
sigualdad de Sobolev.
Para probar la segunda a�rmación, argumentando por contradicción, supongamos

que existen d0 > 0 y vk 2 N� con J�(vk) < c� +
1
k
tal que

dist(�(vk);
) � d0: (7.31)
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Por el principio variacional de Ekeland, podemos suponer sin perder generalidad que
rJ�(vk) ! 0: Como, salvo dilataciones y traslaciones, la burbuja estándar es la única
solución de energía mínima del problema (}1); el Teorema 7.17 asegura que existen
sucesiones (�k) en 
 y ("k) en (0;1) tales que "k ! 0 y

l��m
k!1

vk � U"k;�k
 = 0; (7.32)

donde

U"k;�k(x) = aN

 
"k

"2k + jx� �kj
2

!N�2
2

:

Elegimos ' 2 C1(RN) tal que 0 � '(x) � 1 para todo x 2 RN , '(x) = 1 si jxj � 1 y
'(x) = 0 si jxj � 2, y de�nimos

uk(x) := '(x� �k)U"k;�k(x):

El soporte de esta función está contenido en b
 := fz 2 RN : dist(z;
) � 2g; que es
acotado, así que �(uk) está bien de�nido, y del Lema 7.22 se sigue que �(uk) = �k:
Observa además que, como "k ! 0;

��U"k;�k � uk
��2�
2�

=

Z
RN
(1� ')2

�jU"k j2
�
= aN"

N
k

Z
jxj>1

(1� ')2
�

 
1

"2k + jxj
2

!N
dx

� C"Nk

Z
jxj>1

jxj�2N dx! 0:

Así que
jukj2

�

2� = SN=2 + o(1) = jvkj2
�

2� ; (7.33)

y de (7.32) se sigue que
juk � vkj2

�

2� ! 0:

Por otra parte,

j�(vk)� �(uk)j =
�����
R


x jvk(x)j2

�
dx

jvkj2
�

2�

�
Rb
 x juk(x)j2� dx

jukj2
�

2�

�����
�

������
Rb
 x�jvk(x)j2� � juk(x)j2�� dx

jvkj2
�

2�

������+
������
�
jukj2

�

2� � jvkj
2�

2�

� Rb
 x juk(x)j2� dx
jvkj2

�

2� jukj
2�

2�

������
=

������
Rb
 x�jvk(x)j2� � juk(x)j2�� dx

jvkj2
�

2�

������+
����� jukj2

�

2� � jvkj
2�

2�

jvkj2
�

2�

�(uk)

����� : (7.34)
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Como �(uk) = �k y (�k) está acotada, se sigue de (7.33) que����� jukj2
�

2� � jvkj
2�

2�

jvkj2
�

2�

�(uk)

�����! 0: (7.35)

El Lema 6.33 asegura que, dada � > 0 existe C� > 0 tal que���jbj2� � jaj2���� 5 � jaj2
�
+ C� jb� aj2

�
8a; b 2 R.

De modo queZ
b

���jvk(x)j2� � juk(x)j2���� dx � � jvkj2

�

2� + C� juk � vkj2
�

2� � (SN=2 + 1)�

para k su�cientemente grande. En consecuencia,������
Rb
 x�jvk(x)j2� � juk(x)j2�� dx

jvkj2
�

2�

������! 0: (7.36)

De (7.34), (7.35) y (7.36) se sigue que

dist(�(vk);
) � j�(vk)� �kj = j�(vk)� �(uk)j ! 0;

lo que contradice a (7.31).

7.6.2. Soluciones en dominios anulares

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 7.25 (Coron, 1984) Sea 
 un dominio acotado en RN ; N � 3; tal que
a; b 2 (0;1) tales que

0 =2 
 y 
 � fx 2 RN : a < jxj < bg

con a; b 2 (0;1): Si a
b
es su�cientemente grande entonces el problema

(}�)

�
��u = juj2

��2 u;

u 2 D1;2
0 (
);

tiene una solución positiva.
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El problema (}�) en 
 es equivalente al problema (}�) en �
 := fz 2 RN : z� 2 
g,
es decir, u es solución de (}�) en 
 si y sólo si �

2�N
2 u

� �
�

�
es solución de (}�) en �
:

Así que, tomando �2 = ab; podemos suponer sin perder generalidad que

0 =2 
 y 
 � fx 2 RN : 1
4R

< jxj < 4Rg =: AR:

con R 2 (0;1):
Elegimos ' 2 C1c (RN) tal que '(x) = 1 si 1

2
� jxj � 2 y '(x) = 0 si jxj � 1

4
o

jxj � 4: Dado R 2 (0;1); de�nimos

'R(x) :=

8<:
'(Rx) si 0 � jxj � 1

R
;

1 si 1
R
� jxj � R;

'( x
R
) si R � jxj :

Nota que

'R(x) = 0 si 0 � jxj � 1

4R
o jxj � 4R;

'R(x) = 1 si
1

2R
� jxj � 2R:

Para r 2 [0; 1) y � 2 SN := fx 2 RN : jxj = 1g; de�nimos

uRr;�(x) := 'R(x)U1�r; r�(x);

donde

U1�r; r�(x)(x) = aN

�
1� r

j1� rj2 + jx� r�j2
�N�2

2

;

es la burbuja estándar. Nota que sop(uRr;�) � AR:

Lema 7.26 l��mR!1
uRr;� � U1�r; r�

 = 0; uniformemente en r 2 [0; 1) y � 2 SN :
Demostración: En lo sucesivo, C denota a alguna constante positiva, no necesaria-

mente la misma.uRr;� � U1�r; r�
2 � C

Z
RN
(1� 'R)

2 jrU1�r; r� j2 + C

Z
RN
jr'Rj

2 U21�r; r�

� C

Z
jxj� 1

4R

jrU1�r; r� j2 + C

Z
jxj�4R

jrU1�r; r� j2

+CR2
Z

1
4R
�jxj� 1

2R

U21�r; r� + C
1

R2

Z
2R�jxj�4R

U21�r; r� :
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Un cálculo sencillo prueba que cada una de las últimas cuatro integrales tiende a 0
cuando R!1; uniformemente en r 2 [0; 1) y � 2 SN : TAREA.

Corolario 7.27 Dado c 2 (c�; 2c�) existe R 2 (0;1) tal que ur;�(x) := uRr;�(x) satisface

kur;�k2

jur;� j22�
� (Nc)2=N < 22=NS 8r 2 [0; 1); 8� 2 SN :

Demostración: Observa que c 2 (c�; 2c�) si y sólo si bc := (Nc)2=N 2 (S; 22=NS): Por
el lema anterior, para R su�cientemente grande,uRr;�2��uRr;���22� �

�
kU1�r; r�k+

uRr;� � U1�r; r�
�2�

jU1�r; r� j2� �
��uRr;� � U1�r; r�

��
2�

�2 = kU1�r; r�k2

jU1�r; r� j22�
+ (bc� S) = bc;

para cualesquiera r 2 [0; 1); � 2 SN :

Lema 7.28 Se cumple que

l��m
r!1

kur;�k2

jur;� j22�
= S y l��m

r!1
�(ur;�) = �; uniformemente en � 2 SN :

Demostración: TAREA.

Demostración del Teorema 7.25: Fijemos c 2 (c�; 2c�) y de�namos ur;�(x)
como en el Corolario 7.27. Sea tr;� 2 (0;1) tal que vr;� := tr;�ur;� 2 N�: Entonces

tr;� :=

 
kur;�k2

jur;� j2
�

2�

! 1
2��2

y J�(vr;�) =
1

N

 
kur;�k2

jur;� j2
�

2�

!N=2
� c:

Para d := dist(0;
) elegimos � 2 (0; c� c�) como en la Proposición 7.24, es decir,

dist(�(u);
) < d 8u 2 N� con J�(u) � c� + �: (7.37)

De los Lemas 7.28 y 7.22(c) se sigue que existe r0 2 (0; 1) tal que

J�(vr0;�) < c� + � y j�(vr0;�)� �j < 1

4
: (7.38)
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Sea Br0(0) := fx 2 RN : jxj � r0g: Si escribimos a los puntos de Br0(0) como x = r�
con r 2 [0; r0] y j�j = r0; se tiene que la función

� : Br0(0)! N�; �(x) := vr;� ;

está bien de�nida, es continua y cumple que

J�(�(x)) �
�
c 8x 2 Br0(0);
c� + � 8x 2 @Br0(0):

Para a 2 R; denotemos por

Ja� := fu 2 N� : J�(u) � ag:

Argumentando por contradicción, supongamos que J� : N� ! R no tiene ningún valor
crítico en el intervalo [c�+�; c]: Del Corolario 7.18 y el ... se sigue que existe una función
continua

% : J c� ! J c�+��

tal que %(u) = u si u 2 J c�+�� : Considera la función � : Br0(0)! @Br0(0) dada por

�(x) := r0
(� � % � �) (x)
j(� � % � �) (x)j :

Observa que, como (% � �) (x) 2 J c�+�� ; la a�rmación (7.37) asegura que (� � % � �) (x) 6=
0; así que � está bien de�nida. Cumple además que

�(x) = r0
(� � �) (x)
j(� � �) (x)j 8x 2 @Br0(0):

Ahora bien, si x = r0�; la a�rmación (7.38) asegura que j(� � �) (r0�)� �j < 1
4
: Por

tanto, (1� s) [(� � �) (r0�)] + s� 6= 0 para todo s 2 [0; 1]: En consecuencia, la función

� : [0; 1]� @Br0(0)! @Br0(0)

�(s; r0�) := r0
(1� s) [(� � �) (r0�)] + s�

j(1� s) [(� � �) (r0�)] + s�j

está bien de�nida y es una homotopía entre � j @Br0(0) y la identidad de @Br0(0), lo
cual es una contradicción. Concluimos que J� : N� ! R tiene ningún valor crítico en el
intervalo [c� + �; c]; es decir, el problema (}�) tiene una solución positiva.
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