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Capitulo 1

Introduccion

Muchos fenémenos de la fisica, la ingenieria, la biologia, la medicina, las finanzas,
etc. se modelan mediante una ecuacién diferencial, y muchos de estos modelos tienen
una formulacién variacional, es decir, las soluciones de la ecuacién diferencial son los
puntos criticos de un funcional, dado por una integral, en un espacio adecuado de
funciones. Dicha integral representa alguna energfa, una accién, una funcién de costo,
etc.

Los problemas variacionales aparecen también en muchas dreas importantes de las
matemadticas, por ejemplo, en la geometria riemanniana, donde las geodésicas resultan
ser puntos criticos de un funcional de energia o donde problemas importantes, como
el problema de Yamabe o el problema de la curvatura escalar prescrita, tienen una
formulacién variacional.

Para que el modelo en cuestion tenga sentido, lo primero es demostrar que tiene
al menos una solucién. Durante mucho tiempo se identificé al modelo con el fenémeno
fisico al que describia, y el hecho de que en la naturaleza existiese una distribucién
de equilibrio para algin problema fisico se tomaba como evidencia suficiente para la
existencia de un minimo de la integral variacional asociada; consulta por ejemplo [24,
p.232]. Hacia finales del siglo XIX Weierstrass mostré un ejemplo de un problema
variacional que no admite una solucién minima [50]. Te lo proponemos aqui como
ejercicio.

Ejercicio 1.1 Sean C'[—1,1] el espacio de las funciones reales continuamente diferen-
ciables en el intervalo [—1,1], V :={u € C'[-1,1] : u(1) = 1, u(—1) = -1} y

J(u) = / el () d

1



2 1. INTRODUCCION

(a) Prueba que mf{J(u):u €V} =0. (Sugerencia: Considera las funciones

arctan (f)

arctan (%) ’

us(x) == e > 0.
Prueba que pertenecen a V' y que J(u.) — 0 cuando € — 0.)
(b) Prueba que J no alcanza su minimo en V.

El primer objetivo del cdlculo de variaciones consiste en demostrar que el problema
variacional tiene al menos una solucién. Interesa también estudiar si la solucién es tnica
o si existen muchas de ellas; decir algo acerca de su forma: si son funciones positivas,
si cambian de signo, si tienen simetrias, etc. y acerca de su estabilidad, es decir, si se
conservan bajo cambios pequenos de los datos del problema.

El punto de partida de los métodos variacionales es el principio de Dirichlet que
establece que la solucién del problema

—Au+u=f en(,
u =g sobre 0f),

en un dominio acotado 2 de RY es el mfnimo de una integral - la integral de energfa, -
en un cierto espacio de funciones. En este caso - si los datos del problema son suficien-
temente suaves - la solucién existe y es tnica.

Si el problema es no lineal, por ejemplo,

—Au=u® enQ,
u=0 sobre 0f,

la situacién cambia drasticamente. La existencia o no de soluciones para este problema,
y el nimero de éstas, dependen del dominio. Si 2 C RY es un dominio acotadoy N = 3
este problema tiene una infinidad de soluciones. En cambio, si N = 4 y () es convexo,
este problema no tiene mas que la solucién trivial.

Las soluciones de este problema son todos los puntos criticos - no son tnicamente
los minimos - de un cierto funcional definido sobre una variedad de dimensién infinita.
Alrededor del 1930 Lusternik y Schnirelmann mostraron que la complejidad topoldgica
de una variedad tiene un efecto en el nimero de puntos criticos de cualquier funcién
definida sobre ella. Este hecho fundamental ha jugado, y continia jugando, un papel
importantisimo en Matemaéticas.

En estas notas estudiaremos los problemas arriba mencionados y otros problemas
interesantes, y presentaremos una introduccién a los métodos variacionales que se usan
para abordar este tipo de problemas. Afortunadamente existe excelente literatura donde
puedes aprender mucho més sobre este tema, por ejemplo, los libros [2, 18, 33, 49, 51].

Una lectura deliciosa es el libro de Hildebrand y Tromba [29], apto para ser disfru-
tado por todo piblico, no sélo por mateméticos.



Capitulo 2

El principio de Dirichlet

En este capitulo estudiaremos la existencia de soluciones del problema

—Aut+u=f en(,
u =g sobre 0f2,

donde Q es un dominio en RY, 9§ denota a su frontera, f,¢ : @ — R son funciones
dadas.

Un dominio es un subconjunto abierto y conexo de RY. A es el operador de
Laplace o laplaciano definido como

9%u

€T=

N
Ay =)
i=1

Q
o

=

2.1. Preliminares

Empezaremos introduciendo los conceptos y resultados que usaremos para abordar
este problema.

2.1.1. Integracion por partes

Q) denotar4 siempre a un dominio en RY. Para k > 0 denotaremos por

= C*(Q) al conjunto de funciones continuas  — R que son k-veces continuamente
diferenciables en €2,

= C*(Q) al conjunto de funciones continuas 2 — R que son k-veces continuamente
diferenciables en €2 y cada una de sus derivadas parciales de orden < k tiene una
extensién continua a la cerradura de €2,

3



4 2. EL PRINCIPIO DE DIRICHLET

= C2(Q) =M CHQ),  C2(Q) =M, CHQ),

» CH(Q) := {p € C*(Q) : sop(p) es compacto}, donde

sop(p) = {z € Q: p(x) # 0}

es el soporte de ¢, 0 < k < oc.
Recordemos los siguientes resultados clasicos del célculo.

Proposicién 2.1 (a) FORMULA DE GAUSS. Si ¢ € CL(Q), entonces

dp
 0z;

=0 Vi=1,..,N.

(b) INTEGRACION POR PARTES. Si f € C1(Q), v € CL(Q), entonces

&EZ / f@xl Vi=1,.., N.

(c) FORMULA DE GREEN. Si f € C3(Q2), p € C1(Q), entonces

/Q(Af)w/ﬂw-w:o.

Demostracion: (a): Denotemos también por ¢ a la extensién de ¢ que vale 0 fuera
de Q. Entonces ¢ € C}(R") y sop(¢) C [—r, 7] para algtin r > 0. Para simplificar la
notacién, supongamos que ¢ = 1. El teorema fundamental del cédlculo asegura que

" Op(r)
8.1’1

Jram= [ [ Sttanaev =0

Esto demuestra la afirmacion (a). La afirmacién (b) se obtiene aplicando (a) al producto
fe. La afirmacién (¢) se obtiene aplicando (b) a las funciones af v ¢, v sumando las
identidades obtenidas parat=1,...,N. m

dry = @(r,xg,...,xy) — (=1, 29,...,2y5) = 0.

-r

En consecuencia,
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2.1.2. Los espacios de Lebesgue

Consideramos la medida de Lebesgue en RY e identificamos a dos funciones si co-
inciden casi dondequiera (es decir, excepto en un subconjunto de medida cero de su
dominio). Si p € [1, 00) definimos

LP(Q):={f: Q2 —R: fesmedibley |f|" es integrable en Q}

y denotamos por

1/p 1/p
], = (/ rfrp) opor |l = (/ rf|p) (2.1)

a la norma en el espacio LP(f2).

Definicién 2.2 Un espacio vectorial normado (sobre R) que es completo con la métrica
dada por su norma se llama un espacio de Banach.

La demostracion de los siguientes resultados se encuentra, por ejemplo, en [11, 14,
32].

Teorema 2.3 LP(§2) con la norma ||, es un espacio de Banach.

Proposicién 2.4 (Desigualdad de Hélder) Sean p,q € (1,00) tales que 110 - % =1.
Si f e LP(Q) y g € LI(Q), entonces fg € L (Q) y

Ejercicio 2.5 Prueba que, si Q es acotado y 1 < p < r < oo, entonces L"(2) C LP(Q)

)
L, <1 fL Y e L),

donde | := [, 1 es la medida de Lebesgue de Q en RY.

Ejercicio 2.6 (Desigualdad de interpolacién) Sean 1 < p < s < r < co. Prueba
que, si f € LP(2) N L"(Y), entonces f € L*() y se cumple que

fl, < LFLT 1A (2.2)

donde a € (0,1) satisfaceque%zl_Ta+%sir<oo y a:=1-"2sir=o0.
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2.1.3. El teorema de representaciéon de Fréchet-Riesz

Definicién 2.7 Un espacio vectorial H (sobre R) con un producto escalar {-,-) , que es
completo respecto a la norma inducida

[l == v/ (u, ),
se llama un espacio de Hilbert.

Observa que la norma |-|, del espacio L*(Q) estd inducida por el producto escalar

(U, V) 20 ::/uv.
Q

En consecuencia, L?(2) es un espacio de Hilbert.
Si V' es un subespacio vectorial de H, el espacio ortogonal a VV en H se define
como

ti={weH:{v,w)y=0 YoeV}.

Nota que V' C (VL)L . En general no es cierto que V' = (VL)L , como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejercicio 2.8 Prueba que el espacio ortogonal a C2(Q) en L*(Q) es {0}. (Sugerencia:
Recuerda que C2(Q2) es denso en L(2).) Concluye que C2(2) # (C2(Q2) )L.

Sin embargo, se cumple lo siguiente.

Proposicion 2.9 Si V' es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H entonces
V= (V)"

Demostracion: Consulta por ejemplo [14, 32]. =

Ejercicio 2.10 Prueba que, para cada ug € H, la funcion T,, : H — R dada por
Ty (V) := (ugp, v)
es lineal y continua. (Sugerencia: Usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz.)

El siguiente resultado clédsico del andlisis funcional afirma que éstas son todas las
funciones lineales y continuas de H en R.
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Teorema 2.11 (de representacién de Fréchet-Riesz) Si H es un espacio de Hilbert
yT : H— R es lineal y continua, entonces existe un unico ug € H tal que

T(v) = (ug,v) Vv e H. (2.3)

Demostracion: Sea V' := kerT. Como T es continua, V' es un subespacio vectorial
cerrado de H. Si V = H, entonces T = 0y ug = 0 cumple (2.3). Si V # H, La
Proposicién 2.9 asegura que V+ # {0}. Escojemos wy € V* tal que |Jwg|| = 1y
definimos

ug := (T'wg) wy.

Es un ejercicio sencillo demostrar que ug satisface las afirmaciones del teorema. Lo
enunciamos a continuacién. m

Ejercicio 2.12 Demuestra que el elemento uy que acabamos de definir es el unico
elemento de H tal que T'(v) = (ug,v) para todo v € H.

El vector uy del Teorema 2.11 satisface la siguiente propiedad de minimizacién.

Proposicién 2.13 (Principio de Dirichlet) Sea T': H — R lineal y continua. En-
tonces ug € H satisface

T(v) = (ug,v) Vv e H,
sty solo si ug es un minimo del funcional J : H — R dado por
J(v) = % Io]? = To.
Demostracion: Si T(v) = (ug,v) para todo v € H, entonces
J() = J(up+ (v —up))
= % luoll* + (uo, v = uo) + % lv = wol|* = T'(uo) = T(v — up)

1
= J(up) + 5 v — uo||* > T (uo)

para todo v € H. Por tanto uy es un minimo de J.

Inversamente, supongamos que ug es un minimo de .J. Entonces, para cada v € H, la
funcién J, : R — R,

Tu(t) = T(uo + 10) = 3 ol — Toio) + [{uo, v} — T@) 4 3 ol
tiene un minimo en 0. En consecuencia,
0= J(0) = (ug,v) — T(v).
Es decir, (ug,v) = Tv para todov € H. m
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2.2. Espacios de Sobolev

2.2.1. Motivacién

Sea f € C°(Q). Queremos averiguar si existe una funcién u € C?(Q) que cumpla lo
siguiente:

{—Au+u:f en 2, (2.4)

u =0 sobre 0f).

Observa que, si u satisface —Au+u = f, multiplicando esta ecuacién por ¢ € C(2)
e integrando, obtenemos que

—/Q(Au)goJr/Qw:/Qfso Vo € C°(Q).

Aplicando la férmula de Green (Proposicién 2.1) a la primera integral concluimos que

/QVu-Vgo—i-/pr:/Qﬂp Vo € C°(9). (2.5)

Podemos entonces empezar investigando si existe una funcién u que satisfaga esta igual-
dad.
Denotemos al lado izquierdo de la igualdad por

(u, p), ::/QVU-VgoJr/Qucp. (2.6)

Es sencillo comprobar que éste es un producto escalar en C°(€2). El lado derecho,

Ty := /Qfsa,

es una funcion lineal en ¢. Ademds, la desigualdad de Holder (Proposicién 2.4) para
p = q = 2 asegura que
Tl < |flylely < If1s llelly (2.7)

lelli= ([ 196+ [ soQ)m (238)

es la norma inducida por el producto escalar (2.6). De la desigualdad (2.7) se sigue que
T:C>*(2) — R es continua.

Si C°(2) con el producto escalar (2.6) fuese un espacio de Hilbert, el teorema de
representacion de Fréchet-Riesz nos darfa la existencia de una funcién u satisfaciendo
(2.5). Desafortunadamente no lo es.

donde
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Ejercicio 2.14 Da un ejemplo de una sucesion de funciones ¢, € C(—1,1) que sea
de Cauchy respecto a la norma

lell, = \/ / 902

y que no converja a una funcion en Ct[—1,1] segin esta norma.

2.2.2. Derivadas débiles

Vamos a construir un espacio de Hilbert HJ(f2) que contiene a C°(2) como sube-
spacio denso. Empezaremos introduciendo una nocién de derivada que extiende a la de
derivada parcial.

Denotamos por

L () :={u:Q—R:u|,€ L*(w) V abierto acotado w con @ C N},
donde u |, denota la restricciéon de u a w.

Ejercicio 2.15 Prueba que LP(Q) C Li,.(Q2) para todo p € [1,00). (Sugerencia: Usa el
Ejercicio 2.5.)

La férmula de integracién por partes motiva el siguiente concepto.

Definicién 2.16 Sea u € L},.(2). Decimos que u es débilmente diferenciable en
si existen v, ...,vx € Lj, (Q) tales que

(91:1 / —0 Veel®(Q) (2.9)

para cada i = 1,--- | N. La (junica!) funcion v; que cumple (2.9) se llama la i-ésima
derivada débil de u en ) y se denota

DZ'U, = ;.

El gradiente débil de u en Q es la funcion Q — RN cuyas componentes son las
derivadas débiles. Se denota por

Vu := (Diu, Dou, -+ -, Dyu).

La afirmacién del siguiente ejercicio es consecuencia inmediata de la Proposicién
2.1.
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Ejercicio 2.17 Prueba que, si u € C1(2), entonces u es débilmente diferenciable en Q

Yy
ou

(%si
No todas las funciones débilmente diferenciables son diferenciables, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

DZ’U =

Vi=1,--- N.

Ejercicio 2.18 Sea u: (—1,1)— R la funcién u(z) = |x|. Prueba que u es débilmente
diferenciable en (—1,1) y que su derivada débil es la funcion

B 1 z€(0,1),
M@_{—leEL%

El ejemplo siguiente muestra que hay funciones que no son débilmente diferenciables.

Ejercicio 2.19 Prueba que la funcion v del ejercicio anterior no es débilmente difer-
enciable en (—1,1).

Ejercicio 2.20 Prueba que la derivada débil es lineal, es decir, si u, v € L}, .(Q) son

débilmente diferenciables y \, u € R, entonces Au + pv es débilmente diferenciable y
D;(Mu+ pv) = ADju+ puDiv Vi=1,...,N.

Ejercicio 2.21 Prueba que, siu € Lj,.(2) es débilmente diferenciable en Q y Qo C Q,
entonces u |q, es débilmente diferenciable en Qy y

Dl(“ |Qo) - (DZU) |Qo .

Consulta, por ejemplo, [11, 14, 23, 32], para una discusién mas detallada sobre las
derivadas débiles y sobre los espacios de Sobolev, que definiremos a continuacién.

2.2.3. Espacios de Sobolev

Definicién 2.22 FEl espacio de Sobolev H'(Q) se define como sigue:

HY(Q) := {u € L*(Q) : u es débilmente diferenciable y D;(u) € L*(Q) Vi=1,...,N}.
Siu,v € HY(Q), definimos el producto escalar en H'(Q2) como

(u,v), ::/qu—i-liv;/ﬂ(l)iu)(Div) :/qu—i—/QVu-Vv, (2.10)

donde Vu es el gradiente débil de u. La norma inducida por este producto escalar es

N 1/2 1/2
]|, == (/QUQ—F;/Q(D,-U)2> = </Qu2—|—/Q|Vu|2> . (2.11)
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Dado que C*(Q2) C L*(Q), el Ejercicio 2.17 asegura que C°(Q2) € HY(Q) y el
producto escalar (2.10) coincide con el definido (2.6). Veamos que H*'(2) sf es completo.

Teorema 2.23 H'(Q)) es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Sea (u,) en H'(€) una sucesién de Cauchy respecto a la norma ||-||; .
Entonces las sucesiones (u,,) y (D;u,) son de Cauchy en L*(Q) para toda i = 1,..., N.
Como L?(f2) es completo, u,, — u 'y Dyu, — v; en L*(). Sea ¢ € C>°(€). Usando la
continuidad del producto escalar en L?*()) se tiene que

0 0
/u 1 —i—/vigo = lim un—(p+ lim [ (Dyun)p
Q Q o Oz

axi n—00 n—oo [o

dp
= lim /un—+/ Dju,, 90) =0,

es decir, u es débilmente diferenciable y v; = D;u, para cada ¢ = 1,..., N. Por tanto,
u € HY(Q). Ademss

N
lim ||u, —ul/} = lim / |ty — ) + Z lim / | Dy, — Diul* = 0.
1=1
En consecuencia, H*(Q) es completo con la norma ||-||, . =

La funcién u del Ejercicio 2.18 pertenece a H'(—1, 1). Ello muestra que las funciones
de H'(2) no necesariamente se anulan sobre 92, de modo que este espacio no es el
adecuado para tratar el problema (2.4). Conviene considerar el siguiente subespacio.

Definicién 2.24 Fl espacio de Sobolev H} () se define como la cerradura de C° ()
en H'(Q).

H} () resulta ser completo por ser un subespacio cerrado de un espacio completo.
Es decir, H}(£2) es un espacio de Hilbert. En el caso particular en el que Q = R se
tiene que H}(RY) = H*(RY). Sin embargo H{(f2) no coincide en general con H'((2).

Una propiedad importante de las funciones en H}(2) es que su extensién trivial a
RY es débilmente diferenciable en RY, mds precisamente, se cumple lo siguiente.

Ejercicio 2.25 Prueba que, si u € H}(Q), la funcién

() ;:{ u(z) si xeQ

0 si x e RV Q

pertenece a HY(RY) y se cumple que D;(u) = Dyu parai =1, ..., N.
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Observacién 2.26 El ejercicio anterior nos permite considerar a H}(2) como un sube-
spacio de H'(R"). En adelante denotaremos a U simplemente por u.

Ejercicio 2.27 Prueba que la funcién u del Ejercicio 2.18 no pertenece a H}(—1,1).
Ejercicio 2.28 Prueba que, si u € H*(RY) y o € C>*(Q), entonces up € H} () y

dp
a.ﬁL’i

D;(uyp) = (Dyu)p +u Vi=1,..,N.

Intuitivamente podriamos pensar a H} () como el espacio de las funciones de H!()
que se anulan sobre la frontera de (). Esta afirmacién carece de sentido ya que los
elementos de H'(Q) son clases de equivalencia de funciones que coinciden c.d. en Q
y 0f) tiene medida 0. Sin embargo, esta afirmacién hace sentido para funciones en
HE(Q) N C°(Q) y resulta cierta si Q es suficientemente suave.

Definicién 2.29 Se dice que Q) es de clase C* si, para cada xo € 05, existe una
vecindad abierta U de xo en RN y un difeomorfismo ¥ : BY 1(0) x (=1,1) — U de
clase C* tal que 9(0,0) = xo,

I(BYH0)x (0,1)=UNnQ y I(BYN0)x{0})=UnomnN.

donde BY1(0) := {y € R¥"1: |y| < 1} es la bola unitaria en R¥ 1,

N

Teorema 2.30 Si Q es de clase C* yu € HL(Q) NCY(Q), entonces u(z) = 0 para todo
x € 09.

Demostracion: Consulta por ejemplo [11, 14]. =

Concluimos la seccién con dos afirmaciones que usaremos més adelante y que te
proponemos como ejercicio.
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Ejercicio 2.31 Prueba que, si u € H}(Q), entonces |u| € H} () y

Du(x)  siu(x) >0
(Dj|u]) () =< 0 siu(z) =0
u(z) <0

(Sugerencia: Considera las funciones (.(t) = (1 + £2)/2 — ¢, ¢ > 0, y prueba que

(. ou € HY(Q). Después aplica el teorema de convergencia dominada de Lebesgue).
Dada u : €2 — R definimos
ut = max{u, 0} € Hj(Q), u” = min{u,0} € H}(R).

Ejercicio 2.32 Prueba que, si u € H}(Q), entonces u™,u~ € Hg(Q) y sus derivadas
débiles son
Duu(z) siu(x) > _ Diu(z) siu(x) <
T — : =
(Dius") () { 0 siu(z) <0’ (Diu”) (2) 0 siu(z) >

(utJul) y u™ = 5(u— [u])).

0 0
0 0

(Sugerencia: Observa que ut =

N |=

2.3. Problemas elipticos con condicién sobre la fron-
tera

Dedicaremos esta seccién al estudio de algunos problemas elipticos que satisfacen
una condicién prescrita sobre la frontera de 2.

2.3.1. Un problema de Dirichlet homogéneo

Volvamos al problema (2.4): Dada una funcién f : Q — R, nos preguntamos si existe
una funcion u : 2 — R que satisfaga

{ —Au+u=f en{,

u =0 sobre 0f). (212)

La condicién u = 0 sobre 0f2 recibe el nombre de condicién de Dirichlet homogénea.

Definicién 2.33 Una funcion u € C*(Q) que satisface (2.12) se llama una solucién
clasica de (2.12).

Observa que, si existe una solucién cldsica de (2.12), entonces forzosamente f €
C°(©). En la subseccién 2.2.1 probamos lo siguiente:
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Proposicién 2.34 Siu € C*(Q) satisface —Au +u = f, entonces

/Vu-VgowL/ugo:/fgp Vo € C°(92).
Q Q Q

Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.35 Una funcion u € Hg () que satisface

/ﬂvu-vw/ﬂwz/ﬂm Vi € C2(Q) (2.13)

se llama una solucion débil de (2.12).

Observa que el lado izquierdo de la igualdad (2.13) es el producto escalar

(u,v), ::/Vu-Vv—l—/uv
0 0

en el espacio de Sobolev H'(2). La existencia de una solucién débil es consecuencia del
teorema de representacién de Fréchet-Riesz.

Teorema 2.36 (Existencia y unicidad de la solucién débil) Para cada f € L*(Q)
eziste una tnica solucion débil u € Hy(Q) del problema (2.12). Mds ain, u es el tinico
minimo de la funcion J : H}(Q) — R dada por

1
Io) =5 ol - [ fo

A esta ultima afirmacién se le conoce como el principio de Dirichlet.

Demostracién: Fijemos f € L*(2) y consideremos la funcién T : H}(2) — R dada

por
Tv ::/fv.
Q

Esta funcién es claramente lineal. Observa que |v|, < ||v||; para todo v € HJ(£). Por
tanto, usando la desigualdad de Holder obtenemos

Tol < |fly vly < £l 0l Yo € Hy(Q),

lo que implica que T' es continua en H}(Q). Por el teorema de representacion de Fréchet-
Riesz existe un tinico u € H}(Q) tal que

(u,v), =Tv Vv € Hy(Q).

Esto prueba que, u es una solucién débil de (2.12). Por la Proposicién 2.13, u es el inico
minimo de J. m
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Proposicién 2.37 SiQ es de clase C', f € L*(Q)NC°(Q) y la solucion débilu € Hy()
del problema (2.12) satisface u € C*(Q), entonces u es solucion clasica de (2.12).

Demostracion: Si u € HE(Q) N C%Q) es la solucién débil de (2.12), aplicando la
férmula de Green (Proposicién 2.1) obtenemos que

/Q(—Au—l—u—f)gz):/QVu-Vgo—i-/g)ucp—/gfgpzo Yo € C°(Q).

En consecuencia, —Au+u— f = 0 c.d. en 2. Como —Au+u— f es continua, concluimos
que
—Au+u=f en{

Por otra parte, el Teorema 2.30 asegura que u(x) = 0 para todo z € 0S). Esto prueba
que u es una solucién clésica de (2.12). m

Asf pues, si Q es de clase C' y f € L?(Q) N C%(Q), basta comprobar que la solucién
débil pertenece a C%(Q) para poder afirmar la existencia de una solucién clasica del
problema (2.12). Esto no es un asunto sencillo, ya que no conocemos a la solucién débil;
s6lo sabemos que existe. Afortunadamente existen criterios que aseguran la regularidad
de la solucién débil en términos de la regularidad de los datos del problema. El més
sencillo es el siguiente.

Teorema 2.38 (de regularidad) Si Q) es acotado y de clase C*, f € C=(Q), yu €
H} () es la solucion débil del problema (2.12), entonces u € C*(1).

Demostracion: Consulta, por ejemplo, [23]. =

Como consecuencia inmediata de este teorema y de la Proposicién 2.37 obtenemos
la existencia de una tnica solucién cldsica.

Teorema 2.39 (Existencia de la solucién clésica) Si () es acotado y de clase C*
y f € C>®(Q), entonces el problema (2.12) tiene una tunica solucion clasica u € C*(12).

Hay teoremas de regularidad mucho m4ds finos, que permiten obtener la existencia
de la solucién clésica bajo hipétesis mas débiles. Una referencia muy completa para este
tipo de resultados es el libro de Gilbarg y Trudinger [28]. Aqui no nos ocuparemos de
ellos. Nos concentraremos tinicamente en demostrar la existencia de soluciones débiles.
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2.3.2. Un problema de Dirichlet no homogéneo

Sean f,g: Q — R. Buscamos una funcién u : 2 — R que satisfaga

—Au+u=f enQ,
{ u =g sobre ). (2.14)

La condicién u = g sobre 0f) recibe el nombre de condicién de Dirichlet no ho-
mogénea.

Definicién 2.40 Una funcion v € C*(Q) que satisface (2.14) se llama una solucion
clasica de (2.14).

Como en el caso anterior, consideraremos primero soluciones débiles. El Teorema
2.30 sugiere buscar soluciones en el espacio afin

Ay ={ue H(Q):u—ge Hy(Q)}.

Definicién 2.41 Una funcion u € A, que satisface

/Vu~V<p+/ug0 = / fo Vo elr(Q) (2.15)
Q Q Q
se llama una solucion débil de (2.14).

Teorema 2.42 (Existencia y unicidad de la solucién débil) Para cada f € L?(Q)
y g € HY(Q) existe una unica solucion débil u € A, del problema (2.14). Mds ain, u es
el unico minimo de la funcion J : Ay — R dada por

Iy =g ol - [ fo

A esta ultima afirmacién se le conoce como el principio de Dirichlet.
Proponemos la demostracién de este teorema como ejercicio.

Ejercicio 2.43 (a) Prueba que, si g € H'(Q) y f € L*(Q), el problema (2.14) tiene
una unica solucion débil. (Sugerencia: Prueba que u € A, satisface (2.15) si y sélo si
v:i=u—g € H}(Q) satisface

/Vv-VsOJr/w:—/Vg-Vso—/gso+/fso Vi € C°(Q2),
Q Q Q Q Q

y aplica el teorema de representacién de Fréchet-Riesz.)
(b) Prueba que u € A, es una solucion débil de (2.14) si y sélo si u es un minimo de
la funcion J : Ay — R dada por

Hw) =5 ol = [ fur
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Nuevamente, si los datos del problema y la solucién débil son suficientemente regu-
lares, entonces ésta es una solucién clasica.

Ejercicio 2.44 Prueba que, siQ es de clase Ct, f € Lz(Q)ﬂC_O(ﬁ), g€ H(Q)NC’(Q) y
la solucion débilu € A, del problema (2.14) satisface u € C*(Q), entonces u es solucion
cldsica de (2.14).

2.4. El principio del maximo
Si u € C?[a,b] es tal que u(a) = u(b) =0y u”(t) > 0 para todo t € (a,b), entonces

u(t) < 0 para todo t € (a,b). Si ademds u(ty) = 0 para algin ¢y € (a,b), entonces u = 0
en (a,b).

Veremos a continuacién que este tipo de resultados son vélidos también en dimensién

N > 1.

Teorema 2.45 Sea u € H} () una solucion débil del problema (2.12). Si f < 0 c.d.
en ) entonces u < 0 c.d. en (.

Demostracién: Por el Ejercicio 2.31 , |u| € HY(Q) y |Dsu| = |D; |u|| para cada
i=1,...,N. Por tanto, |||ul||, = |lu||; ¥, como f <0 c.d. en Q,

Tl = 5 1= ladlh = [ f=lu) < 5l = | fu= ).

Por el Teorema 2.36, u es el inico minimo de J. En consecuencia, u = — |u| < 0. m

Si u € C*(9) se tiene un resultado m4s fuerte, que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.46 (Principio fuerte del méaximo de Hopf) Sean Q un dominio en RY
yueC*Q). SiAu>0 en Q y siu alcanza su mdzimo en § entonces u es constante.

Demostracion: Consulta por ejemplo [23, 28]. =
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Corolario 2.47 Sean 2 un dominio en RN y f € C°(Q). Si u € C*Q) es solucion
cldsica del problema

—Au=f en()
u=0 en Jf)

y f <0 en €, entonces, o bien u =0, o bien u < 0 en 2.
Demostracion: Por el Teorema 2.45, u < 0 en Q. Si u(x) = 0 para algin o € €,

el principio fuerte del méximo asegura que ug = 0 en 2. Esto demuestra la afirmacion.
[ |



Capitulo 3

Valores propios del laplaciano

Sea  un dominio acotado en RY, N > 3. El objetivo de este capitulo es estudiar
la existencia de valores A € R para los cuales el problema

—Au =M u en (),
u=20 sobre 02,

tiene una solucién no trivial. Dichos valores se conocen como los valores propios de

Dirichlet de —A.

3.1. Preliminares

3.1.1. Convergencia débil

A diferencia de lo que ocurre en R, en cualquier espacio de Hilbert de dimensién
infinita existen sucesiones acotadas que no contienen ninguna subsucesién convergente
(ver Ejercicio 3.4). Una nocién de convergencia, mas débil que la usual, que si tiene esa
propiedad es la siguiente.

Definicién 3.1 Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion (uy) en H converge dé-
bilmente a u en H si, para cada v € H, se cumple que

lim (uy,v) = (u,v).

k—o0

u se llama el limite débil de la sucesion (uy).
Notacién 3.2 Escribiremos

u, — u débilmente en H
19
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para referirnos a la convergencia débil. Para evitar confusiones, a menudo escribiremos
ur — u fuertemente en H
st (ug) converge a uw en H en el sentido usual.

Ejercicio 3.3 Demuestra las siguientes afirmaciones:

(a) Si el limite débil de una sucesion existe, entonces es unico.

(b) Si up — u fuertemente en H, entonces u, — u débilmente en H.

(c) Siup — u yuvy — v débilmente en H y A\, € R, entonces \uy + pvgy — Au + pv
débilmente en H.

Los conceptos de convergencia fuerte y convergencia débil coinciden sélo cuando H
es de dimensién finita. Mds precisamente, se cumple lo siguiente.

Ejercicio 3.4 Demuestra las siguientes afirmaciones:

(a) Si dim H < oo, entonces uy — u débilmente en H si y sdlo si ux, — u fuertemente
en H.

(b) Sea O = {e; : k € N} un subconjunto ortonormal de H, es decir, |leg|| = 1
y (ex,e;) = 0 si k # j. Entonces, e, — 0 débilmente en H pero (e;) no converge
fuertemente en H.

Ejercicio 3.5 Demuestra las siguientes afirmaciones:

(a) up — w débilmente en H si y sélo si bup — lu en R para toda funcion lineal y
continua ¢ : H — R. (Sugerencia: Usa el teorema de representacién de Fréchet-
Riesz.)

(b) Si T : H — Hjy es lineal y continua y up — u débilmente en Hy entonces
Tu, — Tu débilmente en H.

A continuacién enunciaremos las propiedades m&s importantes de la convergencia
débil. Su demostracién se encuentra, por ejemplo, en [11, 14, 32].

Proposicién 3.6 (a) Si (uy) converge débilmente a u en H, entonces
ol < tim nf [

(b) Si (ug) converge débilmente a w en H y
Jull = tim ]

entonces (uy) converge fuertemente a u en H.



3.1. PRELIMINARES 21

Ejercicio 3.7 Prueba que la afirmacion (b) del Ejercicio 3.5 no es cierta si T es 1ini-
camente continua pero no es lineal.

Proposicién 3.8 Si up — u débilmente en H entonces (uy) estd acotada en H.
Teorema 3.9 (Propiedad fundamental de la convergencia débil) Toda sucesion

acotada en H contiene una subsucesion débilmente convergente en H.

3.1.2. Un teorema de minimizacion

Definicién 3.10 Un subconjunto M de H es débilmente cerrado en H si para
cualquier sucesion (ug) en M tal que up — u débilmente en H se cumple que u € M.

Ejercicio 3.11 Demuestra las siguientes afirmaciones:
(a) Si M es débilmente cerrado en H, entonces M es cerrado en H.
(b) Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita, la esfera unitaria
S:={veH: || =1}
es cerrada pero no es débilmente cerrada en H.

(c) Todo subespacio vectorial cerrado V' de un espacio de Hilbert H es débilmente
cerrado.

Definicién 3.12 Una funcion f : H — R U {oo} es coerciva en M si para toda
sucesion (ug) en M tal que ||ug|| — oo se cumple que f(uy) — oc.

Definicién 3.13 Una funcion f: H — RU{co} es débilmente semicontinua infe-
riormente (d.s.c.i.) en M si para toda sucesion (uy) en M tal que up, — u débilmente
en H se cumple que

f(u) < liminf f(uy).

Ejercicio 3.14 Prueba que, para todo o € (0,00), la funcion f(u) := ||ul|* es coerciva
y d.s.c.i. en H.

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.15 Si M es no vacio y débilmente cerrado en H y f : H — R U {oc} es
coerciva y d.s.c.i. en M entonces f alcanza su minimo en M, es decir, existe ug € M
tal que

F(uo) = inf f(u).

ueM
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Demostracion: Sea c¢o := inf,en f(u). Si cg = oo entonces f(u) = oo para todo
u € M. Supongamos pues que ¢y € [—00,00) y tomemos u, € M tal que f(ug) — co.
Como f es coerciva en M, la sucesién (uy) estd acotada en H. Por el Teorema 3.9 esta
sucesién contiene una subsucesion (u,, ) que converge débilmente a ug en H. Dado que
M es débilmente cerrado se tiene que ug € M y, como f es d.s.c.i.,

co < flug) < h']gninff(uk) = ¢p.

En consecuencia, f(up) =cyp € R. =

3.1.3. La desigualdad de Sobolev

Denotemos por
1/2
vulyi= ([ 19?)
RN

La siguiente desigualdad juega un papel muy importante en el estudio de ecuaciones en
derivadas parciales.

Teorema 3.16 (Desigualdad de Sobolev) Sean N > 3 y 2* := ]\2,—]:[2 Existe una
constante C'y > 0, que depende sdlo de N, tal que

» <On|Vgl, Ve CXRY). (3.1)

1%

Demostracion: Consulta por ejemplo [11, 14, 23, Teorema I1X.9]. m

2% = % se llama el exponente critico de Sobolev y es el inico nimero para

el que se cumple la desigualdad anterior. Puedes comprobar esta afirmacién siguiendo
la sugerencia que se indica en el siguiente ejercicio.
Ejercicio 3.17 Sea p € [1,00). Prueba que, si existe C' > 0 tal que

lol, <ClVel, Vo elXRY),

entonces p = 2*. (Sugerencia: Fija 0 # ¢ € C>°(RY). Para A > 0, aplica la desigualdad
anterior a las funciones p, € C>°(RY) dadas por ¢, () := ¢(Ax).)

Corolario 3.18 H'(RY) c L*" (RY) y

5 <|Vul,  Yue HY(RY). (3.2)

lu
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Demostracion: Si u € H'(RY) y (¢,) es una sucesiéon en C°(RY) que converge
a u en H'(RY), entonces |¢, —ul, — 0y |Vy, — Vu|, — 0. Por otra parte, de la
desigualdad (3.1) se sigue que

|0 = @5l SON IV (er =), <COnllen—wll,  VkjEN.

Por tanto, () es una sucesién de Cauchy en L? (R") y, en consecuencia, ¢, — v en
L¥ (RY). Como ademds ¢, — u en L*(RY), una subsucesién de () converge tanto
a u como a v c.d. en RY. Por tanto, u(z) = v (x) p.c.t. # € RY. Esto implica que
u€ L? (RY) y que

July = klggo |[Prla- < Cn klggo [Veorly = [Vul, Vu € H'(RY),

como afirma el enunciado. =

Una consecuencia importante de la desigualdad de Sobolev es la siguiente.

Corolario 3.19 (Encajes de Sobolev) H'(RY) c L? (RY) para todo p € [2,2*] y
esta inclusion es continua.

Demostracion: Si u € H'(RY) entonces, por el Corolario 3.18, u € L? (RY) N
L* (R"). La desigualdad de interpolacién (2.2) asegura que u € L? (RY) para todo
p € [2,2%] y, combindndola con la desigualdad (3.2) obtenemos que

1—- 1—-
Jul, < July ™ |ulye < O [lully™ ully = CF [lull; ,

donde a € [0, 1] cumple que % = L2 4 2 Esto prueba que la inclusién H'(RY) C
LP (R") es continua. m
Cuando (2 es un dominio acotado, se cumple lo siguiente.

Teorema 3.20 (Desigualdad de Poincaré) Si{) es acotado y p € [1,2*], existe una
constante Cq,p > 0, que depende de € y de p, tal que

|u]p < Caqp|Vul, Yu € H} ().
En consecuencia, H}(Q) C LP(Q) y esta inclusion es continua.

Demostracion: Sea u € H}(2) C HY(RY). Combinando la desigualdad (3.2) con la
desigualdad del Ejercicio 2.5 obtenemos

(2*—p)/2*p Cn ‘VU‘z _

2*—p)/2*
[ul, < 191" 7 fu],. < |0
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Esta es la desigualdad deseada. m

La desigualdad de Poincaré para p = 2 asegura que, si {2 es un dominio acotado,

v 2
M(Q)i= it JolVUl” (3.3)
uGH fQu2
u;éO

A1(2) se llama el primer valor propio de Dirichlet de —A en . En la siguiente
seccion justificaremos este nombre.
Una consecuencia importante de la desigualdad de Poincaré es la siguiente.

Ejercicio 3.21 Si Q es un dominio acotado y A\ > —\1(Q2) denotamos por

(u,v), /Vu Vo + )\/ uv, (u,v) = (u,v),, (3.4)

ol + = ([ wufea | |u|) ol = el (35)

(a) Prueba que (-,-), es un producto escalar en Hj().
(b) Prueba que la norma |||, es equivalente a la norma |||, es decir, que existen
C1,Cs > 0 tales que

Cyllull < llully < Callull  Vu € Hy().
En consecuencia, H}(Q) es completo con cualquiera de estas normas.
Mi4s adelante requeriremos el siguiente resultado.

Ejercicio 3.22 (a) Sea gp € CX(R). Prueba que existe una constante C > 0, que

Op
Pax | tal que

depende sdlo de |p|

00’8a71 5. ey

Hugo”?ié(m < C'/Q (|VU|2 + u?) Yu € HY(RY),

donde |¢|, := méx,cq [¢(z)| sip € C2(Q). (Sugerencia: Usa el Ejercicio 2.28.)
(b) St w es abierto y w CC Q, prueba que erxiste una constante C > 0 que depende sdlo
de w y €2, tal que

(

2/2*
2) < 0/ (IVuf +u?)  Yue H'(RY). (3.6)
Q
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(Sugerencia: Prueba que existe ¢ € C°(Q2) tal que ¢(z) = 1 para todo = € w y aplica
el problema anterior y el Teorema 3.16.)

(c) Si w es abierto, w CC §, y C satisface (3.6), prueba que para esa misma C se
cumple que

2/2*
(/ |ul® ) < C/ (IVul* + u?) vu € HY(RY), V¢ € RY,
w+E Q+E

donde X + & ={x+&: 2 € X}

3.1.4. El teorema de Rellich-Kondrashov

El siguiente resultado juega un papel fundamental en los problemas que estudiare-
mos en éste y los siguientes dos capitulos.

Teorema 3.23 (Rellich-Kondrashov) Si Q) es un dominio acotado y p € [1,2%), en-
tonces toda sucesion acotada en Hy(Q) contiene una subsucesion que converge fuerte-
mente en LP().

Una funcién F' : V — W entre espacios de Banach tal que toda sucesién acotada en
V' contiene una subsucesién cuya imagen bajo F' converge en W se llama un operador
compacto. El teorema de Rellich-Kondrashov afirma pues que, si {2 es un dominio
acotado, la inclusién Hg () — LP(Q2) es un operador compacto para todo p € [1,2*).
Como veremos més adelante, esto no es cierto si {2 no es acotado ni si €2 es acotado y
p = 2* (ver Proposiciones 6.2 y 7.1).

Corolario 3.24 Si () es un dominio acotado y p € [1,2*), entonces
¥, = {u € Hy(Q): ul, =1}
es débilmente cerrado en H}(Q).

Demostracion: Sea uy € ¥, tal que uy — u débilmente en H;(2). Entonces (uy)
estd acotada en H}(Q) (ver Proposicién 3.8) y el Teorema 3.23 asegura que contiene
una subsucesién (ug,) que converge fuertemente a v en LP(€2). De modo que v € X,.

Por otra parte, dado que Hj () < LP(£) es lineal y continua, se tiene que uj, — u
débilmente en LP(Q) (ver Ejercicio 3.5) y, puesto que el limite débil es tinico, necesari-
amente u = v. Asf pues, u € £,. &

Sea (u) una sucesién en LP(2). Se dice que

up, — u en LV ()

loc
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si
luk — ulpp) — 0 para todo abierto w CC .

Usaremos con frecuencia la siguiente consecuencia del teorema de Rellich-Kondrashov.

Corolario 3.25 Sip € [2,2*), entonces toda sucesion acotada (uy,) en Hy(Q) contiene
una subsucesion - a la que denotaremos del mismo modo - tal que

up — u  débilmente en Hj (L),
up — u c.d. en ),

up, —u en L ().

Demostracion: Por el Teorema 3.9 (uy) contiene una subsucesion - a la que, para
simplificar la notacién, denotamos del mismo modo - tal que

up — u  débilmente en Hy ().

Consideramos dos casos:

CAso 1. € es acotado.

Por el Teorema 3.23, una subsucesion de la anterior - a la que seguimos denotando
del mismo modo - cumple que

ur — v fuertemente en LP(€2).

Argumentando como el la demostracién del corolario anterior concluimos que u = v.
Una subsucesion de ésta cumple ademads que

ug(x) — u(r) p.ct.x e

CASO 2. ) arbitrario.
Para cada m € N definimos

wm = {z € Q: |z] <m, dist(z,00) < i}
m

Entonces w,, es acotado. Aplicando el Caso 1 concluimos que (uy) contiene una sub-
sucesion (uq ) tal que

uyx — u  fuertemente en LP(wy), ug(z) — u(z) p.ct.x € w.
Inductivamente, (u,,—14) contiene una subsucesién (u, ) tal que
Um i — u fuertemente en LF(wp,), ug(xr) = u(x) p.ct. z € wy.

Definimos vy := wy. Entonces (v;) es una subsucesién de (uy) con las propiedades
deseadas. m
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3.2. Valores propios del laplaciano

En toda esta subseccién 2 denotard a un dominio acotado en RY, N > 3. Consid-
eremos el problema

{ —Au =M u en €, (3.7)

u=20 en Of).

Procediendo como en el capitulo anterior se llega a la definicién de solucién débil, a la
que llamaremos simplemente una solucién de este problema.

Definicién 3.26 Una solucion de (3.7) es una pareja (A, u) con A € R y u € H}(Q),
que satisface

/ Vu- Vv = )\/ w Yo € Hy (). (3.8)
Q Q

Decimos que X € R es un valor propio de —A en H}(Q) si existe e € H}(Q), e # 0,
tal que (A, e) es solucion de (3.7). En tal caso decimos que e es una funciéon propia
de —A en H} () asociada a ).

En lo que resta de esta seccién daremos a H}(2) el producto escalar y la norma

siguientes:
1/2
(u,v) := / Vu-Vv y l|lu|| == </ |Vu]2) :
Q Q

Observa que, si e es una funcién propia asociada a A entonces te también lo es, para
cualquier ¢ € R\ {0}. Basta entonces buscar funciones propias en el conjunto

Y= {u € Hy(Q): |ul,=1}.

Nota que si e € ¥y es una funcién propia asociada a A\, tomando u = v = e en la
ecuacion (3.8), se obtiene que
2
lel|” = A (3.9)

Proposicién 3.27 (i) Los valores propios de —A en HJ () son positivos.

ii) S A son valores propios distintos de —A en HL (), y ex y e, son funciones
YK prop 0 Yexyeu
propias asociadas a X y [ respectivamente, entonces

<€>\7 €u> =0= <6)\7 €M>L2(Q) :

(iii) Si{ex € Xy : k € N} es un conjunto de funciones propias de —A en H}(Q) que
es ortonomal en L*(Q), entonces el conjunto de sus valores propios {\; = ||ex|” :
k € N} no estd acotado.
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(iv) Para todo A € R el espacio
Ey\:={u € H}(Q): (A, u) es solucion de (3.7)}
es de dimension finita. Su dimension se llama la multiplicidad de ).

Demostracion: (i) Si X es un valor propio y e € ¥ es una funcién propia asociada
a A, la desigualdad de Poincaré asegura que

_ o 2 2
0< 09,22 = 09,22 lely < lef|” = A.

(it) Si ey y e, son funciones propias asociadas a A y p, entonces
Alex, €u) oy = (€x ) = 1 (e, €u) ra(q) -

Por tanto, si A # y, se tiene que (ex, €,) o) = 0 = Jo Ve - Ve,
(11i) Como ej, € o se cumple que

2 2 2
lerll] = llexlls + llexl® = 1+ Ax

De modo que, si (\;) estd acotada, (e;) es una sucesién acotada en H} (). Por el Teo-
rema de Rellich-Kondrashov (Teorema 3.23), (e)) contiene una subsucesién convergente
en L?(2). Ahora bien, como {e;} es ortonormal en L?((2), se tiene que

ler — emls = lexls + |emls = 2.

En consecuencia, ninguna subsucesién de (e;) es de Cauchy en L?(2). Esto es una con-
tradiccién.

(iv) Argumentando por contradiccién, si dim E, = oo, entonces F) contiene un subcon-
junto ortonormal numerable de funciones propias de —A en H}(Q) asociadas al valor
propio \. Esto contradice la afirmacién (i7i). m

La siguiente proposicién nos permite obtener funciones propias por un proceso de
minimizacién. Definimos I : H}(2) — R como

I(u) := ull”.
Proposicién 3.28 Sea H un subespacio vectorial de H}(S2).
(1) Sie es un minimo de I en Yo N H entonces
(e,v) = A€, )2y YV EH,
donde \ := I(e).
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(ii) Si H es cerrado en H}(Q)) y H # {0}, la funcion I alcanza su minimo en YoM H.

Demostracion: (i): Sea e un minimo de [ en ¥y N H y sea v € H. Tomemos
e > 0 suficientemente pequenia de modo que ||e + tv||, # 0 para todo t € (—¢,¢), y
consideremos la funcién h : (—,¢) — R dada por

2 2 2
ht) ’:I( e+t ) _ llet+toll” _ llell” +2(e, v) t+ [|uf|7 ¢ ‘
e+ tuly le +toly  fel; +2 (€,0) 12yt + [0 £2

Esta funcion es diferenciable y su derivada estd dada por

ﬂe+mg«aw+mmﬁg_zue+W)«@mHm,Hmﬁ)
\e—l—tv];l .

M(t) =2

Como 0 es un minimo de h, se tiene que

OzhﬂD:2«aw—[@Mamme.

Esto demuestra la afirmacién.

(i1): Como H y ¥ son débilmente cerrados (ver Ejercicio 3.11 y Corolario 3.24), su
interseccién Yo N H es débilmente cerrado en H}(2). La funcién I es coerciva y d.s.c.i.
en Hj(Q) (ver Ejercicio 3.14). Ademds, puesto que H # {0}, se tiene que X N H # 0.
Asi, por el Teorema 3.15, I alcanza su minimo en ¥ N H. ®

Teorema 3.29 Eriste un conjunto B = {e;, : k € N} de Hj(Q) con las siguientes
propiedades:

(a) ey es un vector propio de —A en H(Q) con valor propio A := I(ey),
(b) (ex,em) =0 si k #m,

() 0< A <A< SN <y limg oo A = 00,

)

(d) B es una base de Hilbert de L?*(12).

Demostracion: Usando la Proposicién 3.28 definimos (ej) inductivamente como
sigue: escogemos e; € X, tal que

I(e1) = inf I(u).

uEo
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Sean Wy := lin{e;} el subespacio de H} () generado por e; y Hy := {v € H}(Q) :
{e1,v) = 0} su complemento ortogonal en H; (). Escogemos ey € 3y N Hy tal que

I(es) = inf  I(u).

u€XoNHo

Continuando de este modo, definimos
Wy = lin{eq, ..., ex_1}, Hy,:={ve H;(Q): (w,v) =0 Yw € W,},

y escogemos e, € Yo N Hj, tal que

I(ey) = uegzlng I(u). (3.10)
Se tiene entonces que
H; D Hy, y (er,e;) =0  Vi=1,. k-1 (3.11)
Ademas,
O< A< - < (3.12)

donde Ay, := I(eg), y de la Proposicién 3.28 se sigue que
(ex,v) = Ak (€x, V) 12 Vv € Hy. (3.13)

De (3.11) y (3.13) se sigue que 0 = (e;, ex) = \; (e, €k>Lz(Q) paratodoi=1,....k—1y,
dado que \; > 0, esta igualdad implica que

0= (ei, ex) = (€, €x) 12() Vi=1,..,k—1. (3.14)
Como Hj(Q)) = Wy, & Hj, las afirmaciones (3.13) y (3.14) nos permiten concluir que
<ek? U> = Ak <€k>v>2 Vv e H(}(Q)a

es decir, la sucesion (ey) satisface (a). La afirmacion (3.14) asegura que se cumple (b)
Yy, como ey, € Yy, asegura también que B := {e; : k € N} es ortonormal en L*(Q). La
afirmacion (c) se sigue entonces de (3.12) y de la Proposicién 3.27.

Para obtener (d) resta probar que la cerradura de lin(B) = U, Wy en L*(2) es
L%(2). Para ello basta demostrar que C°(€2) estd contenido en la cerradura de lin(B),
va que L?(2) es la cerradura de C°(£2) en L?().

Sea ¢ € C2°(2)\lin(B). Denotemos por wy, a la proyeccién ortogonal de ¢ sobre Wy,
con respecto al producto escalar de L*(Q2). Entonces (¢ — wg,w) 2y = 0 para todo
w € W. En consecuencia,

(o —wp,e) = \i (o —wp,e) ) =0 Vi=1,...k—1.
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Esto prueba que (¢ —wg, w) = 0 para todo w € Wj. Como ¢ # wy se tiene que
£k ¢ 35 N Hy y la identidad (3.10) implica que

|<P*wk|2
Akglcfiﬂﬁ).
|<P - wk’2

I{¢) = I(p—wp+wy) =|¢— wk||2 + 2 (¢ — wi, wy) + ”wkH2
= o —wil* + lwill® = |l — wi]|* = I(p — wy,).

Observa ademés que

En consecuencia,
o — wely <A (0 —wi) < N ().

Como )\, — oo concluimos que wy — ¢ en L?(£2). Esto prueba que C°(2) estd contenido
en la cerradura de lin(B) en L*(Q2). =

Observa que

2
M= mp 1D
u€H(Q) |ul;
u#0

asi que, como mencionamos en (3.3), )\1_1/ ? es la constante o6ptima para la desigualdad

de Poincaré
1/2

July < A flul]-

Ejercicio 3.30 Prueba que, si A < A1, entonces

1/2
2 2
lull, = ( [t [1u )
Q Q

no es una norma en H} ().
Ejercicio 3.31 Prueba que, para cada f € L*(Q) y A > —\y, el problema

—Au+u=f enf,
u=>0 en Of).

tiene una unica solucion débil, es decir, existe una tinica funcion u € Hy(Q) tal que

/Vu-ch-l—)\/wp:/fgo Vo € C°(Q).
Q Q Q

Ademds, esta funcion minimiza el funcional Jy : H}(2) — R dado por

A@%:;LUVWﬂ%f)—Afu



32

3. VALORES PROPIOS DEL LAPLACIANO




Capitulo 4

La variedad de Nehari

El objetivo de este capitulo es estudiar el problema

—Au+ = [u?u enQ
u=0 sobre 0

donde © es un dominio en RN, N > 3, X € (—\(Q),00) y p € (2,2*], donde \;(Q2) es

el primer valor propio de Dirichlet de —A en Q y 2* := % es el exponente critico de
Sobolev. Probaremos que este problema tiene al menos una solucién no trivial si €2 es

una dominio acotado y p € (2,2%),

4.1. Preliminares

Empezaremos introduciendo los conceptos y resultados que usaremos para abordar
este problema.

4.1.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach

La nocién de derivada de una funcién entre espacios euclidianos se extiende a es-
pacios de Banach casi literalmente, con la siguiente precaucién: mientras que cualquier
funcién lineal RY — RM resulta automdticamente continua, una funcién lineal entre
espacios de Banach de dimensién infinita no es necesariamente continua. Por ello se
requiere agregar esta condicién a la definicién de derivada que a continuaciéon daremos.

Sean V' y W espacios de Banach, con normas |||, y |||/, respectivamente. El
espacio

B(V,W):={T:V — W : T es lineal y continua}
33
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con la norma
| T]|

VA = sup (4.1)
S0 = Sl

resulta ser un espacio de Banach. Si W = R se escribe
V.= B(V,R).

Definicién 4.1 Sea O un subconjunto abierto de V. Una funcion F : O — W es
diferenciable en el punto uy € O si existe T' € B(V,W) tal que
P (o + ) — Flug) = Tofly

v=0 vl

~0. (4.2)

T se llama la derivada de F en ug y se denota
F'(ug) :=T.
Se dice que F' es diferenciable en O si lo es en cada punto u € O. La funcion
F':O0—=BV,W), u~— F'(u),

se llama la derivada de F' en O. Si la funcion F' es continua, decimos que F' es de
clase C! en O.

Si la derivada F' : O — B(V,W) de F es, a su vez, de clase C! en O, se dice que F
es de clase C% en O. La derivada de F’ en O se llama la segunda derivada de F en O y
se denota F". Inductivamente se define lo que significa que F es de clase C¥ en O. La
k-ésima derivada de F' en O se denota F'®). Una discusién detallada de estos conceptos
se encuentra, por ejemplo, en [14].

Ejercicio 4.2 5i F : O — W es una funcion constante, prueba que F es de clase C*
en O y que F'(u) : V. — W es la funcion constante igual a 0 para cada v € O. Calcula
F®) para todo k.

Ejercicio 4.3 Prueba que toda funcion T € B(V, W) es de clase C*® enV y que T'(u) =
T para cada u € V. Calcula T™® para todo k.

Si O es un abierto de un espacio de Hilbert H y F' : O — R es una funcién
diferenciable, la derivada F'(u) : H — R en cada punto u € O es, por definicién, una
funcién lineal y continua. Asi que el teorema de representacién de Fréchet-Riesz afirma
la existencia de un tnico elemento VF(u) € H tal que

(VF(u),v) = F'(u)v  para todo v € H.

VF(u) se llama el gradiente de F' en u.
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Ejercicio 4.4 Sea F : O — R es una funcion diferenciable. Prueba que F es de clase
C' en O siy sdlo si la funcion VF : O — H que a cada u € O le asocia VF(u) es una
funcion continua.

Ejercicio 4.5 Prueba que, para todo espacio de Hilbert H, la funcion F : H — R dada
por F(u) := 5 |u||® es de clase C* en H y F'(u)v = (u,v) para todo v € H. ;Quién es
VFE(u)?

4.1.2. El operador de Nemytskii

Sean 2 un dominio en RY, p € [1,00) y f :  x R — R. Daremos condiciones para
que la funcién

d:Hy(N) — R, O(u) = / f(x,u(x))dz
Q
esté bien definida y sea de clase C*.

Lema 4.6 Si u, — u en LP(Q2) entonces existen una subsucesion (v,) de (u,) y una
funcion g € LP(Q) tales que

vy — u c.d. en ) Yy lu| , |va] < g c.d. en Q.

Demostracion: Como u,, — u en LP(2), (u,) contiene una subsucesién (v,) tal que

1
v, — u c.d.en Q y Vi1 — ], < Y Vj e N.

Definimos vy := 0,

n oo
= Zl|7fj—vj—1| y g = Zl|vj—?fj—1|-
= ]:

Observa que g, € LP(92). Como las series de normas en L”((2) satisfacen

o0
> vy —vial, < |ul, +Z—<OO

o0
1
> vi—wvial, < X o cuando n — 00,
j=n+1 Jj=n 27

se tiene que g € LP(2) y |g — gnl, — 0 (ver [14, Teorema 5.25]). Dado que |v,| < g, se
tiene que |v,| < g y, pasando al limite cuando n — oo, concluimos que |u| < g. =
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Proposicién 4.7 Sean Q un dominio acotado en RN, p,r € [1,00) y f € C°(Q x R).
Si existe ¢ > 0 tal que

@)l <c(sl"+1)  V(,s) € xR,
entonces el operador de Nemytskii
S LP(Q) = L), fyp(u)(z) = f(z, u(x)),
estd bien definido y es continuo.

Demostracion: Siu € LP() y Q es acotado se tiene que \u|p/r +1 € L"(2). Dado
que la funcién z — f(z,u(z)) es medible y

[fe(w)(@)] = | f(z,u(@)| < clu@)[" +1)  Vreq,

concluimos que fx(u) € L"(£2). Esto prueba que el operador de Nemytskii estd bien
definido. Probemos ahora la continuidad. Sea u;, — u en LP(2). Tomemos una subsuce-
sién (vg) y g € LP(2) como en el Lema 4.6. Como f es continua,

|fa(vp) (@) — fa(u)(@)] = |f(z,v(x)) — f(z,u(z))] =0  pct.zeN
y, puesto que |g|p/r +1€L"(Q) yque

falor) = ()l < ello™ + 1) + e(ful”" + 1)

<

< 2(|gl’" + 1) cd. en Q,

el teorema de convergencia dominada (ver [14, Teorema 14.25]) asegura que fu(vy) —
fu(u) en L"(§2). Asi pues, hemos probado que cualquier sucesién (ug) tal que u, — u

en LP(§2) contiene una subsucesién (vy) tal que n(vy) — n(u) en L7(€2). Esto implica
que fu es continua en u. m

Teorema 4.8 Sean ) un dominio acotado en RN, N >3, y F € C}(Q2xR). Denotamos

por f(xz,s) := %—f(w,s). Si existen ¢ > 0 y o € (0, %] tales que
[f(z,s)] <ells]”+1)  V(z,5) € QxR,

entonces la funcion

®: Hy(Q) — R, O(u) = /S)F(:E,u(m))dm = / Fu(u),

Q

estd bien definida, es de clase C y

' (u)v = /Q Fla,u(@))v(z)de = /Q Fau(w) v,
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Demostracion: Por el teorema del valor medio, para cada (z,s) € Q x R, existe
t € (0,1) tal que F(x,s) = F(x,0) + f(z,ts)s. En consecuencia, existe ¢; > 0 tal que

|F(x, )] < max|F(z,0)| +c(|s|” + 1) [s| S ex(|s|™ +1)  ¥(z,5) € Ax R
€
Como ( es acotado, H}(Q) C LP(Q) para todo p € [1,2*] (ver Teorema 3.20) y, puesto
que o + 1 € [1,2*], el Teorema 4.7 (con p =0+ 1y r = 1) asegura que Fy(u) € L*(Q)
para todo u € H}(Q). Esto muestra que ® estd bien definida.

Para probar que @ es diferenciable fijemos u,v € Hj(f2). Entonces, por el teorema
fundamental del célculo y el teorema de Fubini,

B(u +v) — D(u) — /Q (2, u(x) + o)) — Fa, u(z))] do

_ /Q[/OI%F(@u(:E)—%tv(x))dt} d
— /Olfﬂf(w,u(:v)—i—tv(m))v(m)dmdt

_ /01 (/Qf#(ujttv)v) d.

De las desigualdades de Holder y Sobolev se sigue entonces que

/o1 (/Q [f(u+ tv) = fy(u)] v) dt‘
/01 (/ [P+ t0) = Fo(w) |v|) at

1
< [ a0 = fala)l e, Io
0

O(u+v)—P(u) — /Q fu(u)v

IN

dt

2*

IA

1

O ([ 1t 10) = ft)] e at) ol
0 =

En consecuencia,

[0t o) = D)~ Jy f(ulr]

v—0 o]

o+ dt.

2% —1

= Culim [ |ftu10) = fy(w)

Probaremos que este limite es 0. Sea ¢ > 0. Como o € (0,2* — 1], de los Teoremas 3.20
y 4.7 y la desigualdad de Holder se sigue que la composiciéon

HYQ) < L2(Q) 25 12/7(Q) < 12/ -D(Q) (4.3)
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es continua. Por tanto existe 6 > 0 tal que, para todo ¢ € [0, 1],

| fo(u+tv) — fyu(u)

< € si|lv]| < 6.

2% —1

Esto implica que

1
/ |fu(u+tv) — fu(u)] » dt<e si|lv]| <4,
0 1

2% —
lo que demuestra que

lim |@(u+v) — ‘PH(UJ — Jo fu(uw)] _ 0.

Claramente, la funcién T : H () — R dada por

Tv := / fu(u)v
Q
es lineal. Ademas es continua, ya que

[ Tv] < Cn | f(u)

2 lll-
2% -1

En consecuencia, ® es diferenciable y

O (u)v = / Ja(u)v.
Q
Probaremos ahora que
' Hy(Q) — B(Hy(Q),R) =: H1(Q)
es continua. Si uy — u en H} () entonces, puesto que
|2 (up)v — @' (u)v] Jo | fa(ur) = fa(u)] o]
o] o]
e o]

On [ f(ur) — fu(u) -
=Cy |f#(uk) - f#(u) 2*

o] 2T

y la composicién (4.3) es continua, se tiene que

D' (uy)v — D' (u)v
19 (ug) — @ (W)l yory = sup =P e )~ )] e 0
ve () [[v]] =1
v#£0

Esto prueba que ® es de clase C1. m
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Ejercicio 4.9 Sean Q un dominio acotado en RY, N >3, y F' € C}(Q1xR). Denotamos

por f(z,s) = 2E(xz,s). Si existen c > 0 y o € (1, 3E2] tales que

2
F
0 <c(ls|” " +1)  V(z,s) € AxR,

@(%S)

entonces la funcion
®: Hy(Q) — R, O(u) := / F(z,u(x))dz,
Q

estd bien definida, es de clase C* y
" [ OF
P (U’)(U7 w) - 0 W(7 U)(U, ’LU)
4.1.3. Variedades de Hilbert

Sean O un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert H y F' : O — R una
funcién diferenciable. Dado ¢ € R denotamos por

F Y e)={ueO:F(u)=c}

Definicién 4.10 a € R es un valor regular de F' si VF (u) # 0 para todou € F~'(a).
a € R es un valor critico de F' si no es un valor reqular de F.

Definicién 4.11 Diremos que un subconjunto no vacio M de H es una subvariedad
de clase C* de H si M es cerrado en H vy existen un subconjunto abierto O de H, una
funcion F : O — R de clase C* y un valor reqular a de F tales que

M = F(a).

Si ademds M es un subconjunto cerrado de H diremos que M es una subvariedad de
Hilbert de H.
St u € M, el subespacio

T.M :={ve H:(VF(u),v) =0} = ker F'(u)
de H se llama el espacio tangente a M en u.

En realidad, el concepto de variedad de Hilbert es bastante mds amplio que el
que damos aqui, pero éste es suficiente para nuestros fines. Observa que, por ser un
subespacio cerrado de H, M es un espacio métrico completo.
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Ejercicio 4.12 Prueba que la esfera unitaria
Sy :={ueH:|u|| =1}
es una subvariedad de clase C* de H y que

T.Syg ={v e H : {u,v) =0}.

Sea T',(M) el conjunto de todas las trayectorias o : (—¢,¢) — H de clase C' tales
que 0(0) =uy o(t) € M para todo t € (—¢,¢). El teorema de la funcién implicita [21,
(10.2.1)] permite describir al espacio tangente como el conjunto de las velocidades en 0
de dichas curvas, es decir,

T.M={c'(0): 0 €T, (M)}
En particular, T;, M no depende de F.

Los minimos y los méximos de una funcién en una variedad tienen la siguiente
propiedad.

Proposicién 4.13 Si J : H — R es una funcién de clase C*, M es una subvariedad
de H de clase C' y u es un minimo (o un mdximo) de J en M, entonces

(VJ(u),v) =0 VYve T, M.

Demostracion: Sean v € T,M y o € I',(M) tal que ¢'(0) = v. Si u es un minimo
de J en M, entonces 0 es un minimo de J oo : (—¢,e) — R. Por tanto,

0= (Joo)(0) = J(a(0)) (¢/(0)) = J'(w)v = (VJ (u), v),

como afirma el enunciado. Andlogamente para un maximo. m
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Definicién 4.14 Sean J : H — R una funcién de clase C' y M una subvariedad de
H de clase Ct. Un punto u € M es un punto critico de J sobre M si

(VJ(u),v) =0 Yve T, M. (4.4)

Si M = H se dice simplemente que u es un punto critico de J y la condicion (4.4)
equivale a que VJ(u) = 0.

c € R es un valor critico de J sobre M si ¢ = J(u) para algin punto critico u de J
sobre M. Si no es asi, se dice que ¢ es un valor regular de J sobre M.

La Proposicién 4.13 afirma que los maximos y minimos son puntos criticos de J en

M.

Ejercicio 4.15 (Multiplicador de Lagrange) Prueba que u es un punto critico de
J en M si y sdlo si existe A € R tal que

VJ(u) = AVF(u),

donde F' es como en la Definicién 4.11.

4.2. Un problema de Dirichlet semilineal

En toda esta seccién supondremos que €2 es un dominio acotado en RV, N > 3,
A€ (—M\(R2),00) ¥y p € (2,2, donde A\(Q2) es el primer valor propio de Dirichlet de
2N

—Aen )y 2" := < es el exponente critico de Sobolev.

Nuestro objetivo es probar que, si p < 2*, el problema

{ —Au+ M= [u?u enQ,

u=20 sobre 02, (4.5)

tiene al menos una solucion.

4.2.1. Formulacién variacional del problema

El mismo procedimiento que empleamos en la Seccién 2.3 nos lleva a la nocién de
solucion débil para este problema. Ya que en este curso no nos ocuparemos de soluciones
clésicas, la llamaremos simplemente una solucion.

Definicién 4.16 Una solucion de (4.5) es una funcién u € HJ(Q2) que satisface

/Vu'Vv—i-)\/uU:/ wfPPuv Yo e HHQ). (4.6)
Q Q Q
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Inspirados en el principio de Dirichlet, consideramos el funcional J : H}(Q) — R
dado por

J) :%/Q(|Vu|2+)\u2) —%/Q|u|p

1 1
= 3 lully — ’ Jul, - (4.7)

El Corolario 3.19 garantiza que este funcional estd bien definido. A J se le llama el
funcional de energia asociado al problema (4.5). Su relacién con dicho problema estd
dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 4.17 J es de clase C* y

J (u)v = / Vu- Vo + /\/ uv — / lwf’ ?uww  Yu,v e HY(Q). (4.8)
Q Q Q

En consecuencia, u es solucion del problema (4.5) si y sélo si u es punto critico de J.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de los Ejercicios 3.21, 4.5 y 4.9 y el
Teorema 4.8 que el funcional J es de clase C? y que su derivada es la que afirma el
enunciado. Por definicién, u es punto critico de J si y sélo si J'(u)v = 0 para todo
v € H}(Q), es decir, si y sélo si u es solucién de (4.5). =m

4.2.2. La grafica del funcional de energia

Para estudiar los puntos criticos de J conviene analizar su grafica. Para ello, fijemos
una direccién u € H}(Q), u # 0, y veamos cémo es la grafica de J sobre la recta
generada por u. Es decir, consideremos la funcién J, : R — R dada por

ey = a(en) = (5 1l ) = (2 i) e (1.9
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Como hemos supuesto que p > 2, la gréifica de esta funcién tendrd la siguiente forma:

Puedes cerciorarte de esta afirmacion resolviendo el siguiente ejercicio elemental.

Ejercicio 4.18 Dados nimeros reales a,b > 0, p > 2, considera la funcion f: R — R
dada por
f(t)=at> —blt].

Calcula los puntos criticos y los valores criticos de f.

Observa que J no estd acotada inferiormente y que tiene un minimo local en 0.
Obviamente, 0 es una solucién del problema (4.5). Nos interesa saber si este problema
tiene una solucién no trivial.

Denotemos por ¢, al inico maximo de J, en (0,00). Los puntos criticos no triviales
de J estdn contenidos en el conjunto {t,u : u € Hy(Q), |lul, = 1}. A dicho conjunto se
le llama la variedad de Nehari.

4.2.3. La variedad de Nehari

El conjunto

N = {ue H}Q) :u#0, J(u)u=0}
= {ue Hy(Q) :u#0, [lull} = |uf}.

contiene obviamente a todos los puntos criticos no triviales de J. Tiene las siguientes
propiedades:

Proposicién 4.19 (a) Existe dy > 0 tal que ||ull, > do para todo uw € N. En
consecuencia, N es un subconjunto cerrado de Hy(S2).
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(b) N es una subvariedad de Hilbert de clase C* de H(Q) y se llama la variedad de
Nehari.

(¢) uw¢ TN para toda v € N.

(d) Para cada v € H} (), u # 0, existe un dnico t, € (0,00) tal que t,u € N'. Mds
atn, t, es el unico punto en (0,00) para el que cumple que

max J(tu) = J(t,u).

Demostracion: (a): De la desigualdad de Poincaré (Teorema 3.20), dado que las
normas ||-|| y [|-||, son equivalentes (Ejercicio 3.21), se sigue que existe C' > 0 tal que

jul, < Cllully  Vu e Hy(Q)

Por tanto,

p
P <L HuH)\ — Hu”;;\—2 Y EN,

= uly

es decir,
0<do:=CP02 < u, Yu e N.

En consecuencia,
2
N ={ue Hy(Q) : Jully = do y [ully—[ul; =0},

que es claramente un subconjunto cerrado de Hg(92).
(b) y (c): Considera la funcién ¥ : Hg(Q2) \ {0} — R dada por

U(u) = [lul]} - fulp.
Entonces N = ¥~1(0), ¥ es de clase C? y su derivada estd dada por
U (u)v =2 (u,v), —p/Q wfPuv  Yu,v € HHQ).
Ademis, 0 es un valor regular de ¥ ya que
U'(uw)u = 2full} = pluly = 2-p)[ul} £0  VueN.

Esto prueba que N es una variedad de clase C? y que u ¢ ker ¥'(u) =: T,N.
(d): Sea0#ue Hi(Q) ysea J,: (0,00) — R la funcién dada por

)= o) = (Gl = (5 1uly) o
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Esta funcién tiene un tnico punto critico en (0,00) y éste es un méaximo (Ejercicio
4.18). Ademsds para t € (0,00) se cumple que

Jt)=J({tuwu=0 < J(tu)tu =0 < tuec N.

Es decir, J, tiene un méximo en ¢ si y sélo si tu € N. Esto prueba (d). =

Observa que
p—2, 2 p—2
J(u) = —— llully =
2p 2p

De la proposicién anterior concluimos lo siguiente.

ul?. VueN. (4.10)

Corolario 4.20 (a) inf,cpn J(u) > 0.
(b) Siu € N es un punto critico de J sobre N, entonces u es un punto critico no trivial
de J: H}(Q) — R y, en consecuencia, una solucién no trivial del problema (4.5).

Demostracion: La afirmacién (a) es consecuencia inmediata de la identidad (4.10)
y la Proposicion 4.19.
(b): Si uw € N es un punto critico de J sobre A/, entonces

J(ww=0 YveTN.

Ademsds, de la definicién de NV se sigue que J'(u)u = 0. Como el complemento ortogonal
de T,N en H} () tiene dimensién 1y u € T, N (Proposicién 4.19), se tiene que H} (Q) =
T.N @ {tu : t € R}. En consecuencia,

J'(uyv=0 Yve HiQ),

es decir, u es un punto critico de J : Hy(Q) — R. =

4.2.4. Existencia de minimos

El corolario anterior nos sugiere investigar si J alcanza su minimo en N. Si N fuera
compacta la respuesta serfa claramente afirmativa, ya que toda funcién continua en
un compacto alcanza sus valores extremos. Pero A no es compacta. De hecho, N es
homeomorfa a la esfera unitaria en Hj (f2) y la esfera unitaria en un espacio de dimensién
infinita nunca es compacta [11, Teorema VL.5].

En la demostracién de la siguiente proposicién jugard un papel fundamental el teo-
rema de Rellich-Kondrashov.
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Proposicién 4.21 Sip € (2,2*) entonces J alcanza su minimo en N.

Demostracion: Sea uy € N tal que J(uy) — infyepn J(u) =: ¢ > 0. Observa que,

como uy € N,

p—2 2 _P—2
J(ur) = ETS lurlly = =T |kl -

Asi que la sucesién (uy) estd acotada en H}(Q) y contine, por tanto, una subsucesién -
a la que, por simplicidad, denotaremos del mismo modo - tal que

U — U débilmente en H, ().

Mids ain, como p < 2*, aplicando el teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema 3.23),
podemos suponer que dicha subsucesién cumple ademaés que

Up — U fuertemente en LP(£2).

. _9 —2 ,
En consecuencia, &= [ug[p) — 2= [ul) = ¢ > 0, asf que u # 0.

La Proposicién 4.19(d) asegura entonces que existe ¢ € (0,00) tal que tu € N vy,
como uy € N, se cumple ademds que J(tuy) < J(uy). Usando estos hechos obtenemos

1, 5 1
e < ) =gl - jf

(] 2 , 1

< hgxlggf <§ HtukH)\) + khj& (—]; |tuk]z)
.. 1 s 1

<ty (3 fewlf - 3 e

= h'gn inf J(tuy) < h'gn inf J(u) = c.

En consecuencia, J(tu) = ¢, es decir, J alcanza su minimo en .
Mas aln, como

_p_2 P _ 3 p_2 P _ p
0 o=y, ltuly = Jim o = Ity = It

concluimos que ¢t = 1 y, como

_ p—2 p—2 p—2

c lull} < 1m inf luxll} = lim k]l = ,
k—o0 k—

se tiene ademds que lfmy, o [lug|3 = ||lull5 . Por tanto, uy — u fuertemente en HE(Q)
yJ(u)=c =
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Teorema 4.22 (Existencia de una solucién) Si Q es un dominio acotado en RY,
N >3, A€ (=\(Q),00) yp € (2,2%), el problema

—Au+u=u?u enQ,
u=>0 sobre 011,

tiene al menos una soluciéon no trivial.

Demostracion: Este resultado es consecuencia inmediata de las Proposiciones 4.21
y 4.13 y el Corolario 4.20. =

4.2.5. Existencia de soluciones positivas

El siguiente resultado, publicado en [9], asegura en particular que la solucién dada
por el Teorema 4.22 no cambia de signo.

Proposicién 4.23 (Benci-Cerami 1991) Siu € N es un punto critico de J tal que
J(u) < 2inf J
(u) <2 inf J(v)
entonces, o bien u >0, o bien u <0 c.d. en .

Demostracion: Sea v € N un punto critico de J. Tomando v = u* := méx{u, 0}
en la identidad (4.8) y usando el Ejercicio 2.32 concluimos que

0= s = [ Va9 (@) [ = [t ) = o} -

Anglogamente, tomando v = u~ := min{u, 0} obtenemos que ||u~||3 = w7
Ahora, argumentando por contradiccién, supongamos que ut # 0y u~ # 0. En-
tonces ut,u~ € Ny, por consiguiente,

=+ > ’ —_ > ’ )
Jw?) = inf J(v) y  J(u) = inf J(v)
Dado que

/Q\Vu\2:/Q|V(u+)|2+/Q|V(u)‘2 v /Q;u\q:/Qymu/Q\uyq

para g = 2, p, concluimos que
Jw)=Jut)+ J(u") >2 iél{/_;](?)).

Esto contradice nuestra hipétesis. Por tanto, o bien ut =0, o bien u~ = 0. =
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Capitulo 5

La teoria de
Lusternik-Schnirelmann

El objetivo de este capitulo es probar que, si €2 es un dominio acotado en RY, N > 3,
A€ (=A(Q),00) y p € (2,2%), el problema

—Au+du=|u?u enQ,
u=>0 sobre 0f2,

tiene una infinidad de soluciones.
Probaremos que el funcional J definido en el capitulo anterior tiene una infinidad
de puntos criticos sobre la variedad de Nehari.

5.1. El flujo en variedades

5.1.1. El problema de Cauchy
Sean H un espacio de Hilbert y M una subvariedad de Hilbert de clase C! de H.

Definicién 5.1 Un campo tangente a M es una funcion x : M — H tal que x(u) €
T, M para todo u € M. El campo x es localmente Lipschitz si para cada u € M
existen r > 0 y C' > 0 (que dependen de u) tales que

Ix(v) = x(@)[| < Cllv—w|  Vo,w € B(u),
donde B,(u) = {ve M:|jv—ul| <r}.

Ejercicio 5.2 Prueba que, si O es abierto en H yx : O — H es de clase C, entonces
X : O — H es localmente Lipschitz. (Sugerencia: Usa el teorema del valor medio [21].)
49
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El teorema de existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy
sobre una variedad de Hilbert juega un papel fundamental en el estudio de problemas
variacionales.

Teorema 5.3 (Existencia y unicidad global) Sea x : M — H un campo local-
mente Lipschitz tangente a M. Entonces, para cada u € M, existe un intervalo abierto
T(u) := (t(u),t"(u)) que contiene al origen y una tunica funcién o(-,u) : Z(u) — M
de clase C1 que es solucion del problema de Cauchy

{arie) =x(ote o)

o(0,u) = u. '

El intervalo Z(u) es mdximo, es decir, o(-,u) no se puede extender a una solucion
definida en un intervalo mds grande.
Si||x(o(t,u))]| < C < oo para todo t € [0,T1(u)), entonces T*(u) = oo. La afirmacion
andloga vale para T~ (u).
El dominio de o,

D:={(t,u) eERxM:teI(u)},

es abierto en R x M y la funcion o : D — M, definida por (5.1), es continua.
La funcion o : D — M se llama el flujo generado por x. Si D =R x M se dice que
el flujo es global.

La demostracién es idéntica a la del caso M = H; puedes seguir por ejemplo la
expuesta en [1]. Es importante notar que M es un espacio métrico completo (por ser un
subconjunto cerrado de un espacio completo). Este hecho es crucial en la demostracion.

Ejercicio 5.4 (a) Prueba que o(t,u) = u para todo t € Z(u) si y sélo si x(u) =0. Un
punto u con estas propiedades se llama un punto estactonario del flujo.
(b) Prueba que, si u es un punto estacionario, entonces I(u) = R.

Ejercicio 5.5 Sea x : R — R el campo vectorial x(u) = u?.
(a) Prueba que a funcion

A siu #0,
ot u) = { Y0 siuso

es la solucion del problema de Cauchy (5.1).
(b) Calcula el intervalo maximo de existencia de la solucién para cada u € R.
(¢) Calcula el dominio D de o.
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5.1.2. El flujo gradiente negativo

Supongamos ahora que M es una subvariedad de Hilbert de clase C? de H y que
J : H — R una funcién de clase C2. Fijemos una funcién ¥ : © — R clase C?, definida
en una vecindad O de M en H, tal que M = ¥~1(ag) para un valor regular ay de V.

Definicién 5.6 El campo gradiente de J sobre M es aquél que se obtiene proyectan-
do ortogonalmente a V.J(u) sobre T,M para cada w € M, es decir,

(VJ(u), VI (u))
V0 ()|

Vmd(u) :=VJ(u) — U(u).

Tomando O més pequena en caso necesario, podemos suponer sin perder generalidad
que VU(u) # 0 para todo u € O. El Ejercicio 5.2 asegura entonces que VJ es
localmente Lipschitz.

Definicién 5.7 El flujo gradiente negativo de J sobre M es la solucion del prob-

lema de Cauchy
{ Fo(t,u) = =V (o(t,u)),

o(0,u) = u.

Observa que VJ(u) = 0 si y sélo si u es un punto critico de J sobre M. Es
decir, los puntos criticos de .J sobre M son los puntos estacionarios del flujo gradiente
negativo de J sobre M.

Para cada u € M se cumple que

d

So(tw) = (VI(oltu), ol w)

);
= (VJ(a(t,u)), VMJ(( w))) (5.2)
= —[Vamd(a(t,w))l*.

En consecuencia, la funcién ¢t — J(o(t,u)) es decreciente.

&.l&

5.2. La categoria de Lusternik-Schnirelmann

5.2.1. Motivacion

El problema que nos interesa es el siguiente: ; Cémo podemos obtener una cota infe-
rior para el niimero de puntos criticos de una funcién diferenciable sobre una variedad?
Empecemos mirando un ejemplo.

Denotemos por 7 al toro de revolucién en R3 que se obtiene rotando al circulo

. 2 2 . . . . .-,
{(z1, 9, 23) : 7 + (2 — 2)* = 1, x3 = 0} alrededor del eje-x; y consideremos la funcién
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f(z1,x9,23) = x3. Los puntos criticos de f en 7 son aquéllos puntos z en los que el
plano tangente a 7 es perpendicular a V f(x) = (0,0, 1). Es decir, los puntos

51 = (0707 _3)7 52 - (0707 _1)7 53 = (0707 1>7 64 = (07073)

Denotemos por ¢; := f(§;) a los valores criticos.

Intuitivamente, podemos visualizar al flujo gradiente negativo de f sobre 7 como
sigue: si colocamos una gotita de aceite sobre un punto x del toro, el camino que describe
al escurrir sobre la superficie del toro es el que describe la trayectoria ¢t — o(t, x) del
flujo gradiente negativo (pero la velocidad es distinta, ya que las trayectorias del flujo
no alcanzan a llegar a los puntos criticos).

Para cada a € R considera el conjunto de subnivel
fO={xeT: f(z) <a}.

Observa que, para todos los valores a € (c1, ¢3), los conjuntos f® son homeomorfos a un
disco:

JCL

En cambio, J° es topolégicamente distinto a J*, pues mientras que, siguiendo el flujo
gradiente negativo, podemos contraer J* al punto &;, no es posible contraer J° a un
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punto, de ningin modo, sin salirnos de 7 !

Jer

Observa que los valores criticos son justamente aquéllos para los cuales J¢ es topoldgi-
camente distinto a J7¢ ¢ > 0.

Nota también que, si le quitamos a J“ una vecindad suficientemente pequena Bs(&;)
de &;, el flujo transporta a J*° \ Bs(§,) dentro J% <. De este modo, podemos descom-
poner a 7 como sigue: para ¢ > 0 suficientemente pequena consideremos los conjuntos

U ={zxeT:o(tx) € Bs(§) para algin t € [0,00)},

donde B;(&,) == {x € T : |x —&,;| < §}. Estos conjuntos resultan ser abiertos en 7°
y cubren a 7, es decir, 7 = U; U Uy U U3 U Uy. Més atn, siguiendo el flujo podemos
deformar a cada U; dentro de Bs(€;) que, a su vez, se deforma en &;.

Inspirados en esta idea Lusternik y Schnirelmann definieron un invariante que pro-
porciona una cota inferior para el nimero de puntos criticos de una funcién sobre una
variedad en términos de la topologia de ésta.

5.2.2. El teorema de Lusternik-Schnirelmann

Empecemos precisando los conceptos topolégicos que acabamos de usar. Sean X un
espacio topolégico, A y B subconjuntos de X.

Definicién 5.8 A es deformable a B en X si existe una funcion continuan : [0, 1] x
A — X tal que n(0,z) = = y n(l,z) € B para todo x € A. Si A es deformable
a un punto en X decimos que A es contraible en X. La funcion n se llama una
deformacion de A a B en X.

Ejercicio 5.9 Prueba que la esfera unitaria SN=! := {x € RY : |x| = 1} es contraible
en RY (jpero no es contraible en si mismal).

Ejercicio 5.10 Prueba que, sin: [0,1] x A — X es una deformacion de A a B en X
y U es contraible en X, entonces {x € A:n(l,z) € U} es contraible en X.

A principios del siglo pasado Lusternik y Schnirelmann introdujeron el siguiente
invariante que hoy lleva sus nombres.
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Definicién 5.11 La categoria de Lusternik-Schnirelmann de A en X es el min-
1mmo numero de subconjuntos Uy, ..., Uy abiertos de X que son contraibles en X y que
cubren a A, es decir, A C Uy U ---UUy. Dicho nimero se denota

catx(A), cat(X) := catx(X).

St no existe un numero finito de subconjuntos de X con esas propiedades, se define
catx(A) := oo.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.12 Si SV := {x € RY : |z| = 1} es la esfera unitaria en RN entonces
cat(SV1) = 2.
Demostracion: Los conjuntos Uy = {z € SN 1oy £ 1}y U_ = {z € SV

ry # —1} son abiertos, contraibles y cubren a S¥~!. De modo que, cat(S¥~1) < 2.
Como S™~! no es contraible en sf mismo, concluimos que cat(S¥!) =2. =

Ejemplo 5.13 cat(7) = 3.

Demostracion: T se obtiene identificando los lados opuestos del cuadrado [0, 1] x
[0, 1]. La descomposicién del cuadrado que se ilustra en la siguiente figura

da lugar a una descomposicién de 7 en tres abiertos, las regiones roja, azul y amarilla
respectivamente, cada una de las cuales es contraible en 7. De modo que cat(7) < 3.
Obtener una cota inferior es més complicado. Usando métodos de topologia algebraica,
como los descritos en [30], se prueba que cat(7) > 3. =

En [39] Lusternik y Schnirelmann demuestran el siguiente resultado.

Teorema 5.14 (Lusternik-Schnirelmann ~1930) Si M es una subvariedad com-
pacta de clase C? de RY, cualquier funcién f : RN — R de clase C? tiene al menos
cat(M) puntos criticos sobre M.
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Su demostracién se basa en las ideas que describimos cuando analizamos la funcién
f(z1, 29, 23) = w3 en el toro 7. El punto crucial es el siguiente: si M es una subvariedad
compacta de clase C2 de RY y f : RY — R es de clase C?, las trayectorias del flujo
gradiente negativo de f sobre M tienden siempre a algiin punto critico de f sobre M
cuando t — 00. Esto no necesariamente ocurre cuando la variedad no es compacta. Por
ejemplo, si M = R, todas las trayectorias del flujo gradiente negativo de la funcién
exponencial exp : R — R tienden a —oo. La siguiente figura ilustra el comportamiento
de las trayectorias del flujo de una funcién f : R — R en distintos puntos: los puntos
rojos son estacionarios, las trayectorias de los puntos verdes tienden a un minimo,
mientras que la trayectoria del punto azul tiende a —oo.

El Teorema 5.14 no es cierto si M no es compacta, pues cat(R) = 1 pero la funcién
exponencial no tiene ningtin punto critico. Por otra parte, si M es compacta, forzosa-
mente es de dimensién finita. De modo que el Teorema 5.14 no se aplica a la situacién
que nos interesa. El objetivo de la siguiente seccién es dar condiciones que nos permitan
extender este resultado.

5.3. Multiplicidad de puntos criticos

En lo sucesivo M denotars a una subvariedad de Hilbert de clase C? de un espacio
de Hilbert H, J : H — R a una funcién de clase C? y V J al gradiente de J sobre M.

5.3.1. El lema de deformacién

A principios de los anos 60’s Palais y Smale observaron que, si bien no es posible
extender el teorema de Lusternik-Schnirelmann de modo tal que cat(M) sea una cota
inferior para el nimero de puntos criticos de cualquier funcién en M, sf lo es si nos
restringimos a funciones adecuadas, es decir, a aquéllas cuyo flujo gradiente negativo
tiende a algin punto critico.

La siguiente condicién fue introducida por Palais y Smale en [44], donde la llamaron
la condicién (C). En la actualidad lleva su nombre.

Definicién 5.15 Una sucesion que cumple

up €M,  Jug) —c y  Vmd(u) — 0,
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se llama una sucesion de Palais-Smale para J sobre M en c. Se dice que J sat-
isface la condicion de Palais-Smale (PS) .. si toda sucesion de este tipo contiene
una subsucesion convergente en H. Diremos simplemente que J satisface la condicion
de Palais-Smale sobre M si cumple (PS) .. para todo ¢ € R.

Nota que, como M es cerrada en H, el limite u de tal subsucesiéon pertenece a M
y es un punto critico de J sobre M, ya que V.J es continuo. Observa ademads que, si
M es compacta, cualquier J satisface esta condicién. Esto no es cierto en general: la
sucesion uy = —k es de Palais-Smale para la funcién exponencial exp : R — R y no
contiene ninguna subsucesién convergente.

Para X C R, a € Ry ¢ > 0 denotamos

JX o ={ueM:J(u) e X},
J* o ={ueM:J(u) <a},
K, : ={ueM:Ju)=a, VpmJ(u)=0},
Bs(K,) : ={ue M:dist(u, K,) <0}, (5.3)

donde
dist(u, A) := mf{|lu —v|| :v € A} si A#0, y  dist(u,0) := oo.
Se cumple lo siguiente.

Lema 5.16 (a) SiJ satisface (PS)pm,. entonces K. es compacto (posiblemente vacio).
(b) SiJ satisface (PS)m,c para todo ¢ € [a,b], con —oo < a < b < oo, entonces, dado
0 >0, emiste € > 0 tal que

IV (w)|| > Vue J a—eb+el\ U Bs(K.).

c€la,b)

S ™

Demostracion: La afirmacién (a) es consecuencia inmediata de (PS) e
(b): Argumentando por contradiccién, supongamos que existe una sucesion (uy) tal que

1 1
U € M\ U B(s(KC), J(Uk) € [(l — E,b—i— E], ||VMJ(uk)|| < %
c€la,b]

Esta sucesién contiene una subsucesién (uy;) tal que J(uy,) — ¢ € [a,b] y, como J
satisface (PS)a,, ésta contiene a su vez una subsucesién que converge a un punto
ue K.N(M\ Bs(K.)), lo cual es una contradiccién. m
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Proposicién 5.17 (Lema de deformacién) (a) Si J satisface (PS)pm.. entonces,
dada § > 0 existe ¢ > 0 tal que J°\ Bss(K.) es deformable a J¢ en M.

(b) Si J satisface (PS)m.e y K. =0 para todo ¢ > a, entonces M es deformable a J*
en M.

Demostracion: (a): El Lema 5.16 asegura que existe € > 0 tal que
2
1V e ()| > § Vu € J Ve — 2, ¢+ 2¢] \ Bs(K.).
Sean
A= (M J e —2e, ¢+ 2¢]) UBs(K,), B:=JYe—¢e,c+e] N Ba(K,).

La funcién p : M — R dada por

() = dist(u, A)
prY) = dist(u, A) + dist(u, B)’

es localmente Lipschitz y cumple que p(u) =1siu € By p(u) =0 si u € A. El campo
vectorial

V mJ (u) .
) =4 PO e s Vad () #0,
0 siue A,

es localmente Lipschitz y tangente a M, y cumple que ||x(u)|| < 26_5 para todo u € M.
En consecuencia, el flujo generado por y es global, es decir, existe una funcién continua

o:Rx M — M tal que
go(tu) = x(o(t,u)),
o(0,u) = u.

Observa, que

G 7(0(t0) = (Do), fo(t.0) ) = (T(o10).x{o(t 1) = —plot.u)
(5.4)
Asi que, como p > 0, J(o(t,u)) es decreciente en t. Definimos 7(s,u) = o(2es,u).

Entonces 7(0,u) = u para todo u € M. Sea u € J™¢ \ Bss(K,). Consideramos dos
casos:

(1) Sin(s,u) € J ¢ para algin s € [0, 1] entonces, puesto que J(1(s,u)) es decreciente
en s, se tiene que n(1,u) € J°.

(2) Si n(s,u) € Jc —¢€,c+ €] para todo s € [0,1], del teorema del valor medio [14,
Teorema 9.14] se sigue que

r< 25 Vi € [0, 2¢].

d
—o(s,u) 5

t — < m4
ot u) - ull < max |-

s€[0,t]
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Como u ¢ Bss(K.), la desigualdad anterior implica que o(t,u) € B para todo t € [0, 2¢]
y usando (5.4) concluimos que

T(o(26,0)) — J(u) :/OE%J(J(S,U))dSZ —/0 " p(o(s,u))ds = —2.

Por tanto, J(n(1,u)) = J(u) — 2¢ < ¢ — ey n es la deformacion deseada.
(b): El Lema 5.16 asegura que existe d < a tal que VaJ(u) # 0 si J(u) > d. Sea
0€C®R)tal que 0 < p <1, p(x)=0sixz<dy o(x) =1siz > a. Definimos

_ VmJ(w) :
Q(J(u>) HVMJ(U)H2 S1 J(“) Z d7
0 si J(u) <d,

y denotamos por ¢ al flujo asociado a y. Observa que

4 7(0(t.0) = (Do), fo(t.0) ) = (T (ot (o (t:u) =~ (o t1)

(5.5)
para todo t € [0,t7(u)). En consecuencia, J(o(t,u)) es decreciente en ¢ para t €
[0,£7(u)).

Sea u € M con J(u) > d. El Lema 5.16 asegura que existe ¢ > 0 tal que
IVmJ(v)|]] > e para todo v € J~td — €, J(u) + ¢]. Por tanto, ||x(v)|| < 1/e para
todo v € J~(—o0, J(u) + ¢|. En particular,

Ix(e(t, w) <1/e Ve [0,t7(u)).

Esto prueba que t*(u) = oo para todo u € M.
Definimos

7(u) :=max{J(u) —a,0} vy  n(s,u):=o(s7(u),u).

Entonces 7 : [0,1] x M — M esta bien definida, es continua y n(0,u) = wu. Si
J(n(1,u)) = J(o(r(u),u)) > a, entonces J(o(t,u)) > a para t € [0,7(u)] y la iden-
tidad (5.5) implica que

7(u)
Hor(un) = ) == [ o o(tu)it = ~r(u) = () + o
0
Por tanto, J(n(1,u)) = a y n es la deformacién deseada. m
Ejercicio 5.18 Prueba que los campos x : M — H definidos en la demostracion

de cada una de las afirmaciones (a) y (b) de la proposicion anterior son localmente
Lipschitz.
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5.3.2. El teorema de Lusternik-Schnirelmann en variedades de
Hilbert

Usaremos el lema de deformacién para extender el Teorema 5.14. Empezaremos
probando algunas propiedades de la categorfa. Para enunciarlas requerimos la siguiente
definicién.

Definicién 5.19 Un espacio métricoY es un retracto absoluto de vecindad (ANR)
st para cualquier funcion continua f : A — Y definida en un subconjunto cerrado A
de un espacio métrico X existen una vecindad U de A en X y una funcion continua
F:U—=Y tal que F |a= f.

Ejercicio 5.20 Prueba que cualquier subconjunto abierto de un ANR es un ANR y
que todo retracto de un subconjunto abierto de un ANR es un ANR.

El teorema de extensién de Tietze-Urysohn asegura que RY es un ANR. Puedes
consultar este resultado en [21]. Dado que toda subvariedad de clase C! de R es
retracto de una vecindad tubular, resulta también ser un ANR. Lo mismo vale para
variedades de Hilbert:

Proposicién 5.21 Toda subvariedad de clase C* de un espacio de Hilbert es un AN R.

Demostracion: Consulta [41]. =

Un subconjunto Z de X es localmente cerrado en X si es la intersecciéon de un
subconjunto abierto y un subconjunto cerrado de X.

Lema 5.22 Si X es un ANR y Z es localmente cerrado y contraible en X, entonces
Z tiene una vecindad contraible en X.

Demostracion: Sean U un subconjunto abierto de X tal que Z es cerrado en U
yn:[0,1] x Z — X una deformacién de Z a un punto zo en X. Definimos YV :=
([0,1] x Z)U({0,1} xU)y f:Y — X como

ft,z) :==n(t, 2) si (t,2) €10,1] x Z,
f0,2) =2, f(l,z):=um, sizeX.

Como Y es cerrado en [0, 1] x U, existen un abierto W en [0, 1] x U que contiene a Y y
una funcién continua F': W — X tal que F' |y = f. Para probar la afirmacién del lema
bastard probar que existe una vecindad V' de Z en X tal que [0,1] x V' C W pues, en
tal caso, F |[0,1]><V es una deformacién de V a zg en X.
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Ahora bien, como W es abierto en [0, 1] x X, para cada (¢, z) € [0, 1] x Z existen abiertos
Iz en [0,1] y Viy.y en X tales que (t,2) € Iz X Vi) C W. Puesto que [0,1] x {z}
es compacto, existen t, ..., t,, € [0, 1], tales que

0.1 x {2} € U () x Vi)

y, en consecuencia, [0,1] x {z} C [0,1] x V; donde V. := ()", V¢, ») es abierto en X.
Asi, V:=J.., V. es abierto en X, contiene a Z y [0,1] x V C . =

z2€Z

Proposicion 5.23 Sean X un ANR y A, B C X. Entonces catx tiene las siguientes
propiedades:

(1) NO TRIVIALIDAD: catyx(A) =0 siy sdlo si A= .

(2) SUBADITIVIDAD: catx(AU B) < catx(A) + catx(B).

(3) MONOTONTA BAJO DEFORMACIONES: Si A es cerrado y es deformable a B en X,
entonces catx(A) < catx(B).

(4) CONTINUIDAD: Si A es cerrado en X, existe una vecindad U de A en X tal que
Catx(U) = Catx(A).

(5) FINITUD: Si A = {x} entonces catx(A) = 1. Si A es compacto entonces catx(A) <
00.

Demostracion: Las primeras dos propiedades son inmediatas. Probemos las restantes.
(8): Sean:[0,1] x A — X una deformacién de A a B en X. Si catx(B) = oo no hay
nada que probar. Si caty(B) = k < oo, existen k subconjuntos Uy, ..., U abiertos
y contraibles en X que cubren a B. Sea A; := {z € A : n(1,x) € U;}. Observa que
A=A U---UA; y, como A; es abierto en A, es localmente cerrado en X. Por otra
parte, dado que Uj; es contraible en X, existe una deformacion 6; : [0,1] x U; — X a un
punto x; de X. Definimos 51 :[0,1] x A; — X como

~ . 1
el(t,ﬂj) — { 77(2t’ I) sit e [27 i} )
2

Entonces 51 es una deformacién de A; a z; en X. El Lema 5.22 asegura que existe un
abierto contraible V; en X que contiene a A;. En consecuencia, A C Vi U--- UV}, lo
que prueba que catx(A) < k = catx(B).

(4): Por la propiedad anterior, catx(A) < caty(B) si A C B. De modo que, si
caty(A) = oo, cualquier vecindad de A cumple lo que queremos. Si catx(A) =k < o0
y Uy, ..., U son subconjuntos abiertos y contraibles en M que cubren a A, entonces
U:=UyU---UUy es una vecindad de A y catx(U) = catx(A).
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(5): Six € X, el Lema 5.22 asegura que existe un subconjunto U, abierto contraible en
X que contiene a x. Por tanto, catx({z}) = 1. Mds aun, si A es compacto, la cubierta
{U, : € A} de A contiene una subcubierta finita. Por tanto, caty(A) < co. m

En [16] puedes encontrar otros ejemplos de invariantes que satisfacen las propiedades
anteriores. Estas propiedades, junto con el lema de deformacién, permiten demostrar el
siguiente teorema; compara el enunciado de éste con el del teorema original de Palais
en [42].

Teorema 5.24 (Palais 1966) Si J estd acotada inferiormente en M y satisface la
condicion de Palais-Smale sobre M, entonces

cat(M) < > cata(K,), (5.6)

ceR

donde K. == {u € M : J(u) = ¢, VmJ(u) = 0}. En particular, J tiene al menos
cat(M) puntos criticos sobre M.

Mas ain, si cat(M) = oo, entonces el conjunto de valores criticos de J sobre M no
estd acotado.

Demostracion: Sea T' := {c¢ € R : K, # 0} el conjunto de valores criticos de .J

sobre M. Si I" no estd acotado, la desigualdad (5.6) se satisface trivialmente. Si I' estd
acotado, escogemos o < infy, J y B > supl'. Entonces catp(J*) = 0 y el lema de
deformacién implica que cat(M) = cat(J?).
Para cada ¢ € R escogemos una vecindad U de K, en M tal que caty(K.) = catp(U).
Como K, es compacto, existe 6 > 0 tal que Bss(K.) C U. El lema de deformacién
asegura que existe € > 0 tal que J“™ \ Bss(K,.) es deformable J*~¢ en M y, usando las
propiedades de la categoria, concluimos que

cat g (JF) < cata (T Bas(Ke)) + catam(Bss(Ke)) < catm(J°) + cat(Ke).

Los intervalos (¢ — ¢, ¢+ ¢) construidos de esta manera forman una cubierta abierta de

R, asi que hay un nimero finito ellos que cubre a [« 8]. Escogemos ¢4, ¢a, ..., ¢x € [a, (]
y €1,...,6, > 0 de modo que ¢; = a, ¢ = 3,
Ci+1 —&j41 < Cj+€j Vle,,k—l,
catp(J9) < cata(JUT) +catm(Ke,)  Vi=1,... k. (5.7)

Iterando las desigualdades (5.7) obtenemos

!
M-
2
<
=
"
3

cat(M) = cat g (J?) < cat g (JY) + i cat g (K;)



62 5. LA TEOR{A DE LUSTERNIK-SCHNIRELMANN

Esto demuestra la desigualdad (5.6), y prueba que I' no esta acotado si cat(M) = oo.
Finalmente, como la cardinalidad de K., es al menos cat (K., ), concluimos que J tiene
al menos cat(M) puntos criticos en M. m

Con este hermoso resultado en la mano, volvamos al problema que nos interesa.
Para aplicar el Teorema 5.24 al problema (5.10) tenemos que calcular la categoria de
Lusternik-Schnirelmann de la variedad de Nehari. Observa que ésta es homeomorfa a
la esfera Sy := {u € HJ(Q) : |lul, = 1}. En efecto: la funcién h : Sy — A dada por

u
) = |u‘p/(p—2)
P

_ _u
lJully*

es un homeomorfismo cuyo inverso es h™!(u)

Estas son malas noticias, ya que la esfera unitaria en cualquier espacio de Hilbert
de dimensién infinita es contraible, como se infiere de corolario del Teorema 15 en [41].
Por tanto, cat(N') = 1. Es decir: el Teorema 5.24 no proporciona nuevas soluciones del

problema (5.10).

Un aspecto de la variedad de Nehari y del funcional J definido en (4.7) que no hemos
tomado en cuenta atin son sus simetrias. A continuacién estudiaremos el efecto de las
simetrias sobre el nimero de puntos criticos.

5.4. Puntos criticos de funciones simétricas

Como antes, M denotard a una subvariedad de clase C?> de un espacio de Hilbert
H, J:H — R a una funcién de clase C? y V J al gradiente de J sobre M.

Supondremos ademéds que M es simétrica, en el sentido de la Definicién 5.25, que
no contiene al origen, y que J es una funcién par, es decir,

J(u) =J(—u) Yue€ H.

5.4.1. El lema de deformacién simétrico

Definicién 5.25 Un subconjunto S de un espacio vectorial es simétrico si cumple
que
ueS << —ues.

Una funcion f: S — Sy entre dos subconjuntos simétricos S; y Sa es impar st

f(=u) = —f(u) YueS;.
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Si M es simétrica y J es una funcién par, el gradiente de J sobre M resulta ser
impar, es decir,

Vumd(—u) ==V pJ(u) Yue M

y, en consecuencia, el flujo gradiente negativo o es impar en u, es decir,
o(t,—u) = —o(t,u) V(t,u) € D. (5.8)

Esta ultima afirmacion es consecuencia inmediata de la unicidad de la solucién para el
problema de Cauchy. En general, se cumple lo siguiente:

Ejercicio 5.26 Prueba que, si x : M — H es un campo localmente Lipschitz tangente
a M y x es impar, entonces el flujo generado por x satisface (5.8).

Observa ademds que los conjuntos definidos en (5.3) son simétricos. Las observa-
ciones anteriores permiten refinar el lema de deformacién como sigue.

Proposicién 5.27 (Lema de deformacién simétrico) (a) Si J satisface (PS) ..
entonces, dada 0 > 0 existen € > 0 y una funcion impar f : J<\ Bss(K.) — J .
(b) Si J satisface (PS)m.c y K. = 0 para todo ¢ > a, entonces existe una funcion impar

f:M—Ju

Demostracion: Basta observar que, si M es simétrica y J es par, las deformaciones
que construimos en la demostraciéon de la Proposicién 5.17 cumplen que

n(t,—u) = —n(t,u) Vtel0,1], ue M.
Esto se prueba fécilmente usando el Ejercicio 5.26. En ambos casos, la funcién f(u) :=

n(1,u) cumple lo que queremos. =

Observa que en ambos casos existe una deformaciéon impar, pero no nos hard falta
hacer uso de ella.

Ejercicio 5.28 Demuestra en detalle la proposicion anterior.

5.4.2. El género de Krasnoselskii, simetrias y puntos criticos

A mediados de los anos 50’s Krasnoselskii introdujo un invariante adecuado para
tratar problemas simétricos. La definicién que daremos a continuacion es distinta de la
que di6 Krasnoselskii en [35]. Veremos mds adelante que ambas definiciones coinciden.

Sea S un subconjunto simétrico de H.
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Definicién 5.29 El género de Krasnoselskii de S es el minimo nimero de subcon-

guntos Uy, ..., Uy, simétricos y abiertos en S que cubren a S, para los cuales existe una
funcion continua e impar «; : U; — {1, —1}. Dicho nimero se denota
gen(S).

Si no ezisten subconjuntos con esas propiedades, definimos gen(S) := oo.
Ejemplo 5.30 Si S" ! :={z € R™: |z| = 1}, entonces gen(S"!) < m.

Demostracién: Para cada i = 1,...,m el conjunto U; := {x € S™ ! : x; # 0} es
simétrico y abierto en S™! y la funcién «; : U; — {1, —1} dada por

Oé((l?) L 1 si x; > 0,
ST —1 siag <0,

es continua e impar. Claramente, S™ ' = U, U---UU,,. &

Ejemplo 5.31 Si 0 € S entonces gen(S) := oc.

Demostracion: Si0 € U, no existe ninguna funcién impar U — {1, —1}. =

Lema 5.32 (a) Si Z es simétrico y localmente cerrado en H y « : Z — {1,—1} es
continua e impar, entonces existen V. simétrico y abierto en H y 5 : 'V — {1,—1}
continua e impar tales que Z C'V y B |z= «.

(b) Si S es simétrico y cerrado en H y gen(S) < oo, entonces gen(S) es el minimo
numero de subconjuntos Vi, ..., V,, simétricos y abiertos en H que cubren a S, para los
cuales existe una funcion continua e impar 3, : V; — {1, —1}.

Demostracion: (a): Sea U abierto en H tal que Z C U 'y Z es cerrado en U.
El teorema de extensién de Tietze-Urysohn asegura que existe una funcién continua
a:U — R tal que a(z) = a(z) para todo z € Z. El conjunto

Vi={ueU:—uel, a(u) # al(—u)}

es simétrico y es un subconjunto abierto de H que contiene a Z. La funcién

sy o 00 = (=)
ja(u) = a(—u)]
es impar y continua, y coincide con a en Z.
La afirmacién (b) es consecuencia inmediata de (@), pues si U; es abierto en S entonces
es localmente cerrado en . =
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Proposicion 5.33 Sean S y R subconjuntos simétricos de H. Fl género de Krasnosel-
skit tiene las siguientes propiedades:

(1) NO TRIVIALIDAD: gen(S) =0 si y sdlo si S = ().

(2) SUBADITIVIDAD: SiS y R son cerrados, entonces gen(SUR) < gen(S) +gen(R).
(8) MONOTONIA: Si existe una funcién continua e impar f : & — R entonces
gen(S) < gen(R).

(4) CONTINUIDAD: Si S es cerrado, existe una vecindad simétrica U de S en H tal
que gen(U) = gen(S).

(5) FINITUD: Si S es compacto y no contiene al origen, entonces gen(S) < co. Si S
es finito y no contiene al origen, entonces gen(S) = 1.

Demostracion: Las propiedades (1) y (8) son consecuencia inmediata de la Defini-
ci6n 5.29. Las propiedades (2), (4) y (5) son consecuencia del Lema 5.32. m

Ejercicio 5.34 Demuestra en detalle las afirmaciones (1) a (5) de la proposicion an-
terior.

La Proposicién 5.33, junto con el lema de deformacién simétrico, permiten demostrar
el siguiente teorema.

Teorema 5.35 Si M es simétrica y no contiene al origen, J es par, estd acotada
inferiormente en M y satisface la condicion de Palais-Smale sobre M, entonces

gen(M) < > gen(K.),

ceR

donde K. == {u € M : J(u) = ¢, VmJ(u) = 0}. En particular, J tiene al menos
gen(M) pares de puntos criticos +u sobre M.

Mas ain, si gen(M) = oo, entonces el conjunto de valores criticos de J sobre M no
estd acotado.

Demostracion: La demostracion es formalmente idéntica a la del Teorema 5.24. =

El teorema anterior es valido para simetrias mds generales que las que hemos con-
siderado aqui; lo que puedes constatar si consultas [17].

Ejercicio 5.36 Demuestra en detalle el Teorema 5.35.
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5.4.3. Calculando el género

La siguiente caracterizacion del género es la definicién que dié Krasnoselskii en [35].

Proposicién 5.37 Sea S un subconjunto cerrado y simétrico de H ym € N. Entonces
gen(S) < m si y sélo si existe una funcién impar y continua S — S™1.

Demostracion: Si existe una funcién impar y continua S — S™~!, la monotonifa del
género y el Ejemplo 5.30 implican que

gen(S) < gen(S™1) < m.

Supongamos ahora que gen(S) < m. Sean Uy, ..., U, subconjuntos simétricos y abiertos
en S talesque S=U;U---UU,, v «o; : Uy — {1,—1} funciones impares y continuas.
Definimos 7; : S — [0, 1] como sigue:

dist(u, X N\ U;)
> dist(u, X N\ U;)
i=1

mi(u) = ,  i=1,...,m.

Nota que el denominador es estrictamente positivo. La funcién 7; es continua y cumple

que
m

mi(u) =m(—u) y Yomi(u)=1 VYues. (5.9)

=1

Sea {e1, ..., e, } la base canénica de R™. La funcién f : S — S™ ! dada por
>omi(u)oy(u)e;
> mi(u)ai(u)e;

estd bien definida y es impar y continua. m

Ejercicio 5.38 (a) Cercidrate de que ; es continua y cumple (5.9).
(b) Cercidrate de que f estd bien definida, es decir, comprueba que

mi(u)a;(u)e; #0  Yu € S.

s

1

1

Durante una plética que sostuvieron en el Café Escocés por el afio de 1930, Borsuk
y Ulam conjeturaron el siguiente resultado, que ahora conocemos como el teorema de
Borsuk-Ulam. Fue Borsuk quien lo demostré en detalle y 1o publicé en [10]. Lo usaremos
para calcular el género de una esfera.
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Teorema 5.39 (Borsuk-Ulam) Si k < m no eziste ninguna funcién continua e im-
par S™ — Sk.

Demostracion: Consulta por ejemplo [47]. m

Corolario 5.40 (a) gen(S™') =m.
(b) Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita y Sy = {u € H : ||ul]| = 1} es
la esfera unitaria, entonces gen(Sy) = oo.

Demostracién: (a): El Ejemplo 5.30 asegura que gen(S™!) < m. De la Proposicién
5.37 y el teorema de Borsuk-Ulam se sigue que gen(S™!) > m.
(b): Si dim H = oo entonces, para cada m € N, existe una isometria lineal R™ — H.
Esta induce una funcién continua e impar S”~' — Sy. Por tanto,

m = gen(S™ ') < gen(Sy)

para todo m € N. Esto prueba que gen(Sy) = oco. =

Ejercicio 5.41 Sea T el toro de revolucion en R3 que se obtiene rotando al circulo
{(x1,29,23) : 22 + (v2 — 2)?> = 1, x3 = 0} alrededor del eje-x,. Prueba que T es
simétrico y calcula su género.

Ejercicio 5.42 Prueba que cualquier funcion par f : S™ ! — R de clase C? tiene al
menos m pares de puntos criticos ££,,...,+&  sobre S™L,

5.5. Infinidad de soluciones de un problema de Dirich-
let semilineal

Sean €2 un dominio acotado en RV, N > 3, A € (—=\;(Q),00) y p € (2,2*). Probare-
mos que el problema

(5.10)

—Au+du=|uu enQ,
u=">0 sobre 0f2,

tiene una infinidad de soluciones.
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5.5.1. La condicion de Palais-Smale

El producto escalar que le daremos a Hg () es el definido como
(u,v), = / (Vu - Vo + Auv) (5.11)
Q

y denotaremos por ||-||2 a la norma inducida por él. Recuerda que las soluciones no
triviales de (5.10) son los puntos criticos del funcional .J : H} () — R dado por

1
2

1
2
lully =2 Jul,

J(u) =

sobre la variedad de Nehari
N ={ue Hy(Q) :u#0, [[ull} = |ul}} = ¥7H(0),
donde ¥ : H}(2) \. {0} — R es la funcién dada por
U(w) = [[ull} = |ul}.

Denotemos por VJ y VW a los gradientes de J y W respecto al producto escalar (5.11),
es decir,

VJ(u) =u—Vo(u), V¥ (u) =2u — pVo(u)

donde

Lo
O(u) = , ul -

Entonces,

@w.vhy = [ P Pu Vu e HY(@),
Q
y usando las desigualdades de Holder y Sobolev obtenemos
(V@) ol < [ ™ ol < Julg ol < Cluly ol V€ HYQ). (512
Q
Remplazando v por V®(u) en la desigualdad anterior concluimos que
IVO(u)|lx < Clult™  Vue Hy(9Q). (5.13)

Proposicién 5.43 J satisface la condicion de Palais-Smale sobre N .



5.5. INFINIDAD DE SOLUCIONES DE UN PROBLEMA DE DIRICHLET SEMILINEAL 69

Demostracion: Sea (uy) una sucesién en N tal que J(ug) — ¢y VaJ(ug) — 0.
Entonces 5 5
sl =7
2p 2p

y, como VJ (uy) — 0y (uy,) estd acotada en H} (), se tiene que

|Uk|z = J(Uk) —c >0,

Probaremos primero que V.J(ux) — 0. Expresamos V.J(uy) como
VJ(Uk) = VNJ(uk) + th\Il(uk), tk € R. (515)

Multiplicando esta igualdad escalarmente por wu; y usando la Proposiciéon 4.19 con-
cluimos que existe ¢; > 0 tal que

(Vard (un), un) | = (VT (i) we)y =t (VO (ur), i) | = [l (p = 2)lluellX > ex [l

De modo que (5.14) implica que t; — 0. Por otra parte, usando la desigualdad (5.13),
concluimos que existe una constante c, > 0 tal que

IV () I < 2fuells + 2l V() In < 2uells +pClunly " < e

para todo v € H}(Q). Asf pues, como (V¥(uy,)) estd acotada, VarJ(ugp) — 0y tp — 0,
de la identidad (5.15) se sigue que VJ(uy) — 0.
Probemos ahora que (uy) contiene una subsucesiéon convergente. Los Teoremas 3.9 y
3.23 aseguran que (uy) contiene una subsucesién - a la que seguimos denotando (uy)
para no complicar la notacién - tal que
up — u débilmente en Hj (),
up — u fuertemente en LP((2).
Se sigue entonces de (5.12) que
(7o) i — )| < okl — ], < e i — ], = 0.
Por tanto,
0 = kh’m (VJ(ug),up —u), = klim (g, up — )y — klim (VO(up), ur —u),
= Jim (o — )y = dim 2~ Jim {ueu), = D 2~ 2
La Proposicién 3.6 asegura entonces que
up — u  fuertemente en Hj (),

lo que demuestra que J satisface la condicién de Palais-Smale sobre N. m
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5.5.2. Infinidad de soluciones
Estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.44 Si Q es un dominio acotado en RN, N > 3, X\ € (=\(),0) y p €
(2,2*), el problema (5.10) tiene una sucesion de soluciones (uy) que satisfacen

, 2
lim [Jug||y = oo.
k—oo

Demostracion: Aplicaremos el Teorema 5.35. Observa que 0 ¢ Ny que
ueN & -—ueN vy Ju)=J(-u) VYue Hy(Q).

Las Proposiciones 4.19 y 5.43 aseguran que J estd acotada inferiormente en A y satisface
la condicién de Palais-Smale sobre N. Sea Sy := {u € Hj(Q) : |[ul|, = 1} la esfera
unitaria. La funcién h : Sy — N dada por

U
O p—_—
|u|g/(p 2)

es impar y continua. Usando el Corolario 5.40 y la monotonia del género concluimos
que
oo = gen(S)) < gen(N).

El Teorema 5.35 asegura entonces que J tiene una sucesién no acotada de valores criticos

sobre N, es decir, existe una sucesién de puntos criticos (uy) de J sobre N tal que

p—2
2p

J(uy) =

lugll3 — oo

Esto concluye la demostracién. m

5.6. El principio variacional de Ekeland

5.7. Conclusiones

Para probar que el problema (5.10) tiene una infinidad de soluciones usamos dos
hechos fundamentales:

= que el problema tiene simetrias, y
= que el funcional asociado satisface la condicién de Palais-Smale.

Los siguientes comentarios ilustran algo de lo que ocurre cuando esto no se cumple.
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5.7.1. Perturbacion de simetrias

Una pregunta natural, que a la fecha carece de una respuesta adecuada, es: ;Hasta
que punto son importantes las simetrias para la existencia de una infinidad de solu-
ciones? ;No basta con que la complejidad de la grafica del funcional de energia sea
semejante a la provocada por las simetrias?

Un ejemplo bien interesante es el siguiente: considera el problema

{ —Au=|uff Pu+f enQ,

u=20 sobre 012, (5.16)

donde Q es un dominio acotado de RN, N > 3, p € (2,2*) y f € L*(Q2). Este es un
problema variacional. Sus soluciones son los puntos criticos del funcional

sy = [ 19 = [y = [ fu

en H} (). No es dificil comprobar que este funcional satisface la condicién de Palais-
Smale. Observa, sin embargo, que no es un funcional par. Asi que no es posible aplicar
el Teorema 5.35 para obtener soluciones.

El primer resultado de multiplicidad para este problema lo obtuvieron independien-
temente Bahri y Beresticki [4] y Struwe [48] a principios de los anos 80’s: demostraron
que para p > 2 suficientemente pequenia y cualquier f € L?(Q) el problema tiene una
infinidad de soluciones. El mejor resultado con el que se cuenta actualmente se debe a
Bahri y Lions en [6], y es el siguiente:

Teorema 5.45 (Bahri-Lions 1988) El problema (5.16) tiene una infinidad de solu-
ciones para cualquier f € L*(Q) sip € (2, (2N —2)/(N —2)).

Nota que (2N — 2)/(N — 2) < 2*. Por otra parte, Bahri probé6 en [11] el siguiente
resultado:

Teorema 5.46 (Bahri 1981) Sip € (2,2%), el problema (5.16) tiene una infinidad de
soluciones para casi toda [ € L*(2), es decir, para toda f en un subconjunto denso de
L*(9).

Este resultado induce a conjeturar lo siguiente:

Conjectura 5.47 El problema (5.16) tiene una infinidad de soluciones para toda f €
L*(Q) y para todo p € (2,2%).

Esta conjetura continia siendo, a la fecha, un problema abierto.
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5.7.2. Falta de compacidad

El teorema de Rellich-Kondrashov no es cierto si {2 no es acotado o p > 2*. Esto
impide extender los argumentos que usamos para probar los resultados de los capitulos
anteriores. De hecho, esos resultados no son véalidos en general. Estudiaremos estas dos
situaciones en los siguientes capitulos.



Capitulo 6

Problemas elipticos en dominios no
acotados

El objetivo de este capitulo es estudiar problemas del tipo
—Au+ V(z)u = |ulf " u,
u € Hy (),

donde 2 es un dominio exterior en RN, N >3, p € (2,2*) y V : RY — R es una funcién
continua y acotada tal que infgxy V' > 0.

Un dominio exterior es un dominio cuyo complemento RY \  es acotado, posi-
blemente vacio. Es decir, R mismo es un dominio exterior.

Los problemas elipticos en RY son particularmente relevantes en fisica. ...

6.1. El problema auténomo

En toda esta seccién supondremos que 2 es un dominio en RY, N >3y p € (2,2%).
Nuestro primer objetivo es estudiar la existencia de soluciones al problema

{ —Au+u=|uf?u

we HY(Q), (6.1)

cuando €2 es un dominio exterior.

6.1.1. Formulacion variacional del problema

Definicién 6.1 Una solucion de (6.1) es una funcion u € H} () que satisface

/Vu Vv—l—/uv—/]u\p wv Vv e HY(Q).
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Como en el caso de dominios acotados, consideramos el funcional J : H}(2) — R

dado por

1 1
J(u) =3 |} - » July, (6.2)

1/2 1/p
||u||%=(/ (|Vu|2+u2>) | |u|§:(/ |u|p) |
Q [9]

son las normas en H}(Q2) y LP(Q) respectivamente. Este funcional es de clase C? y su
derivada estd dada por

J’(u)v:/Vu-Vv+/uv—/ ulP% uw,
Q Q Q

de modo que las soluciones del problema (6.1) son los puntos criticos de J. También en
este caso

donde

N = {ueHyQ) :u#0, J(u)u=0}
= {uc HX{Q):u#0, |[ul}= ul)}

es una variedad de clase C? y las soluciones no triviales del problema (6.1) son los puntos
criticos de la restricciéon de J a esta variedad, que se llama la variedad de Nehari.

Sin embargo, el argumento que usamos para demostrar la existencia de un punto
critico cuando {2 es acotado (ver subseccién 4.2.4) no se puede aplicar cuando €) es un
dominio exterior, ya que el teorema de Rellich-Kondrashov no vale en en ese caso.

Proposicién 6.2 Si ) es un dominio exterior en RY, la inclusion HL(Q) — LP() no
es un operador compacto.

Demostracion: Sean ¢ € C®(RN), ¢ # 0, y (£,) una sucesién en ) tal que
|€,.| — 00. Definimos ¢, (x) := p(z —&,,). Nota que sop(p,) C Q para k suficientemente
grande, asi que ¢, € Hy(Q) para tales k. Claramente [[¢[l, = lloll, v loil, = l¢l,-
Observa ademds que, si ¢ € C°(2), entonces 1) y ¢, tienen soportes ajenos para k
suficientemente grande. En consecuencia,

lfm /ka —0 Yy eCP(Q).

k—o0

Si alguna subsucesion (i) convergiese a v en LP(§2), tendrfamos que

/w =0 Ve o).
Q



6.1. EL PROBLEMA AUTONOMO 75

Por tanto, v = 0. Pero también se tendria que
’U|p = hm |90k‘] |p = |(p|p # 07
j—o0
lo cual es una contradiccién. En consecuencia, ninguna subsucesién de (g;) converge

en LP(§2). m

Mss adelante veremos que, si 2 es un dominio exterior distinto de RY, .J no alcanza
su minimo en N.

6.1.2. Dominios simétricos

El espacio vectorial B(RY ,RY) de las funciones lineales de RY en sf mismo es un
espacio de Banach con la norma definida en (4.1). Identificindolo con el espacio de
matrices de N x N de la manera usual, observamos que tiene dimensién finita N2, asf
que cualesquiera dos normas en ¢él son equivalentes.

Denotaremos por O(N) al grupo de todas las isometrias lineales de RY es decir,

O(N) := {g € BR",RY) : |gz| = |a| Yz € R"}
con la operacion dada por la composicion, a la que se suele denotar gh en vez de g o h.
Ejercicio 6.3 Prueba que, si g € O(N), entonces
(92) - (9y) =z-y  VreRY,
donde x -y denota al producto escalar usual.
Proposicién 6.4 O(N) es un subconjunto compacto de B(RY ,RY). La composicion
O(N) x O(N) — O(N),  (g,h) — gh, (6.3)

y la funcion

O(N) — O(N), g g, (6.4)

son continuas.
Demostracion: Si g, € O(N) y gr, — g en B(RY,R”Y) entonces, para cada z € RY,

96(x) — 9(2)| < llgk — 9llg@n gy 2] — 0.

Por tanto,
l9(x)| = lim |g(2)] = |7/
—00
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y, en consecuencia, g € O(N). Esto prueba que O(N) es cerrado. Por otra parte,
191l gn gvy < 1 para todo g € O(N), ast que O(N) es acotado. Como B(RY,RY) es de
dimensién finita, el teorema de Heine-Borel asegura que O(N) es compacto. Las otras
dos afirmaciones se dejan como ejercicio. m

A un espacio topoldgico que tiene una estructura de grupo tal que la multiplicacién
y la funcién que a cada elemento le asocia su inverso son continuas se le llama un
grupo topolégico. De modo que la proposicién anterior asegura que O(N) es un
grupo topoldgico compacto. De hecho, es sencillo probar que O(N) es una subvariedad
de clase C* de R y que las funciones antes mencionadas son de clase C*. Se dice
entonces que O(N) es un grupo de Lie compacto.

Ejercicio 6.5 Prueba que la composicion (6.3) y la funcion (6.4) son continuas.

Dado un subgrupo G' de O(N) y un punto z € R¥" definimos la G-érbita de x
como el conjunto

Gz :={gx : g € G}.

Veamos algunos ejemplos. Denotaremos por
SYThi={y eRY 1 [yl =1}
a la esfera con centro en el origen y radio r en R¥,
Ejemplo 6.6 Para cualquier subgrupo G de O(N) la G-drbita de 0 es {0}.
Ejemplo 6.7 La O(N)-6rbita de x € RN es la esfera Sg"l.

Ejemplo 6.8 Si N =m + n, identificando a (g,h) € O(m) x O(n) con la funcion
(9,0)(z,y) = (g2, hy),  (z,9) € R™ x R" =RY,

se tiene que O(m) x O(n) es un subgrupo cerrado de O(N). La [O(m) x O(n)]-drbita de
(x,y) es S";Ll_l X S\Tzl/l_l‘ Nota que no todas las [O(m) x O(n)]-érbitas son homeomorfas:
la orbita de (,0) es la esfera S";@'_l x {0} y la de (0,y) es la esfera {0} x S\Zl_l’ mientras
que, si xy # 0, la orbita de (z,y) es un producto de esferas.

Ejemplo 6.9 Sea Z/2 := {I,—1I}, donde I denota a la identidad, entonces (Z/2)x =
{z,—x} para todo v € RY.
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Ejemplo 6.10 Sea S! := {c¢? : § € R} el conjunto de los niimeros complejos unitarios.
Si N = 2m, cada € € S* define una transformacion ¢ : C™ — C™, dada por

0 0

(21, zm) = (P21, ..., €7 2,).

Identificando RY = C™ de la manera obvia, se tiene que S' es un subgrupo cerrado de
O(N). La S*-érbita de z € C™ es el circulo de radio |z| en el espacio vectorial complejo
generado por z (cuya dimension real es 2).

Ejemplo 6.11 Sea Z/n := {**/" . | =0, ...,n — 1} el subgrupo ciclico de orden n de
St. Como en el ejemplo anterior, Z/n es un subgrupo cerrado de O(N) para N par. La
Z./n-orbita de z € CN/? es el conjunto de puntos (Z/n)z = {e*™*/"z . k =0,...,n — 1}
sobre el circulo de radio |z| en el espacio vectorial complejo generado por z.

Definicién 6.12 Un subconjunto Z de RY es G-invariante si Gx C Z para todo
x € Z. Una funcion f : Z — R es G-tnvariante si es constante en cada G-orbita de
Z, es decir,

flgz) = f(2) Vg e G, Vz e Z.

A una funcion O(N)-invariante se le llama simplemente radial.

Si Q es G-invariante, para cada g € G y cada funcién u : 2 — R denotamos por
gu :  — R a la composicién gu := u o g, es decir,

(gu)(x) == u(g~'x) Vo € Q. (6.5)
Nota que

glu+v)=gu+gv vy g(Au) = A(gu) Yu,v € Hy(Q), YA €R, Vg € G.

Proposicién 6.13 Si G es un subgrupo de O(N) y Q es un dominio G-invariante se
cumple lo siguiente:

(a) Siu€ LP(Q) y g € G, entonces gu € LP(Q) y |gul, = |ul,,.
(b) Siue Hy(Q) y g € G, entonces gu € Hy(9),
V(gu)(z) = gVu(g~'z)  VreQ,

y lgully = el -
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Demostracion: (a) Como ¢g(€2) = Q y |det g| = 1, usando el teorema de cambio de
variable se tiene que

guly = [ 1ol = [ futg 0P dx = [ Juty)pdy = ful.
Q Q Q

(b) Sean g € G, x € Q. Si p € C°(N) la regla de la cadena asegura que

Vige) (@) -y = (g99) @)y =¢'(g7'x) [¢7'y] = V(g 'z)- g7y VyeR.

Como g es una isometria, V(g 'z) - g7y = gVp(g~'x) - y. En consecuencia,

Vige)(@)-y=9gVe(g'z)-y VyeRY .

Esto prueba que V(gy)(z) = gVe(g 'z). Escribiendo a g en forma matricial como
g = (gi;) esta identidad se escribe como

W) = S anGete ) = o (955 ) @ i= L

Siue€ HI(Q) tomamos una sucesién p, € C°(Q) tal que ¢, — u en H}(Q). Por tanto,
O — Uy "’? — Dju en L*(Q). La afimacién (a) asegura entonces que

gpr —gu Yy g5 = gDu en L*(€2).
7

Por tanto,

0g¢er) _ <~ (99N SN (.n 2
o = Zgw gayj Zgw (gDJU) en L°(Q).

Jj=1

En consecuencia, gu € Hy () y D;(gu) = Z gij (9Dju) (ver [14, Lema 16.11]), es decir,

V(gu)(z) = gVu(g ') Vo € Q.

Finalmente, Como ¢(€2) = Q y |det g| = 1, el teorema de cambio de variable asegura
que

lgull? = / IV (gu) [ = / Vulg~o)? do = / Valy)? dy = Jul].

Esto concluye la demostracién. m
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6.1.3. Simetrias y compacidad

Consideraremos subgrupos G de O(NN) con la siguiente propiedad:

(%) Paracadaz € RY con |z| = 1 existe un subespacio vectorial W, de RY de dimensién
2 tal que
SIW, :={z€e W, :|z| =1} C Gx.

Nota que, si G satisface (), necesariamente #Gz = co para toda x € RY ~ {0}.
O(N) y el grupo S' del Ejemplo 6.10 tienen la propiedad (). El grupo O(m) x O(n)
del Ejemplo 6.8 la tiene si y sélo si m,n > 2.

Si G es un subgrupo de O(N) y € es un dominio G-invariante definimos

HY Q)Y : ={ue H} Q) :gu=u Vg€ G}

= {u € Hy(Q) : u(gz) = u(z) Vg € G, Yz € Q}, (6.6)

el subespacio de las funciones G-invariantes en H} ().

Ejercicio 6.14 Prueba que HL(Q)C es un subespacio vectorial cerrado de HZ(Q). En
consecuencia, H}(2)C es un espacio de Hilbert.

Probaremos el siguiente resultado.

Teorema 6.15 Si G es un subgrupo de O(N) que satisface (x) entonces, para cualquier
dominio exterior G-invariante Q y cualquier p € (2,2%), la inclusion

Hy(2)¢ — LP(2)
es un operador compacto.

Para la demostracion de este resultado requerimos el siguiente lema de P.-L. Lions
(37].

Lema 6.16 (P.-L. Lions 1984) Sea (u,) una sucesién acotada en H*(RY). Supong-
amos que existen r >0 y q € [2,2%) tales que

sup / |up|? — 0 cuando n — o.
z€RN J B,.(z)

Entonces u,, — 0 fuertemente en LP(RY) para toda p € (2,2%).
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Demostracion: Dada s € (q,2*) denotamos por a € (0,1) al nimero que cumple
I= % + £ Escogemos s € (¢,2*) de modo que as = 2. Si v € H'(RY), usando la
desigualdad de interpolacién (2.2) y la de Sobolev [11, Corolario I1X.14] obtenemos

1 (A=a) a
s q . 2%
L) = ()™ (o)
B, (z) B, (z) B, (z)
T 2
< (o </ |U|q) (/ |Vul? + u2> ,
B (x) By (x)

(1-a)
donde B,(x) := {x € RY : |2| < r} y Cy es una constante que depende sélo de N y r.
Por tanto,

s(l—a)

q
[owrsc([ ) () wuee).
B (x) By (x) B (x)

Sea {£,} un conjunto numerable de puntos de RV tal que RY = U B,.(&,) v tal que
cada punto de RY estd en a lo més 2V bolas de radio r con centro en algin &,. Por
ejemplo, podemos subdividir a RY en cubos de lado 2r/v/N y tomar como {£,} al
conjunto de los centros de tales cubos:

777777777777777777777777777777777

777777777777777777777777777777777

De la desigualdad anterior se sigue que

o0
JRES Y T
RN k=1JB.(&;)
s(1—a)

q 00
<cisp ([ wr) TS (vape)
TzeRN B (x) k=1J Br (&)
si-a)

<o%Gaw ([ ) T [ (vare),
z€RN Br(x) RN

Dado que la sucesién (u,) estd acotada en H(RY), aplicando esta desigualdad a u,
concluimos que existe una constante C; > 0 tal que

s(l—a)

|un |3 < C) sup </ |Un|q) R 0 cuando n — oo.
B ()

rzeRN
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Es decir, u,, — 0 en L*(R").

Si p € (s,2*) tomamos 3 € (0,1) tal que 1—1) = % + 2£ Usando la desigualdad de
interpolacién (2.2), la de Sobolev (3.1), y el hecho de que (u,,) estd acotada en H*(RY),
concluimos que

g* < CO|Un|i_B Hun”f < 02|un|;_ﬁ — 0.

unlp < |un|§_6|un
Si p € (2,s) tomamos v € (0, 1) tal que ]lo = 2 + 1. Se tiene entonces que
|unl” < !Un|§_7|un|l < ||UnHii7 |uald < Cslun|] — 0.

En conclusién, u, — 0 en LP(R”Y) para toda p € (2,2*). m

Demostracion del Teorema 6.15. Consideramos a Hg(€) como un subespacio de
H'(RY) extendiendo a v € H{(2) por 0 fuera de Q. Sea (u,) una sucesién acotada
en H}(Q)®. Entonces una subsucesién, a la que denotamos del mismo modo, converge
débilmente a u en H{(Q2)¢. Definimos v,, := u, — u. Para una subsucesién de (v,) se
cumple entonces que

v, — 0 débilmente en H'(R"Y),
vp(r) — 0 cd. enRY,

v, — 0 en L2 (RY).

loc

Demostraremos que

sup / |v,/* — 0 cuando n — oo. (6.7)
Bi(x)

z€RN

Sea ¢ > 0y sea C' > 0 tal que
o] |2 < C Vn € N.

Escogemos m € N tal que C' < em. Denotamos por d,, a la distancia de e2™/™ a 1 en C,
y tomamos R, > méx{2/d,,, 1} tal que RY \ Q C Bpg,,_1(0). Consideramos dos casos:
Caso 1: |z| > Ry,.

Como G satisface () existe un subespacio vectorial W, de RY de dimensién 2 tal que

el circulo unitario S1W, := {z € W, : |z| = |z|} estd contenido en la G-érbita de R
Podemos entonces escoger ¢y, ..., g, € G tales que

X

xr x . .
gi— € S1W, y Gi—— — gji—| > dm Vi#].
|| || ||
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Dado que |z| > R,,, concluimos que
|gix — gja| > |z dm > 2 Vi ]

En consecuencia, B(g;x) N Byi(g;jz) = 0 si i # j. Ahora bien, como v,, es G-invariante,

se tiene que
/ vi:/ v? Vi=1,...,m, Vn € N.
Bi(giz) Bi(xz)

En consecuencia,

mf - i< [ d<lmlisc  weN,
Bl(I) UZ’;lB1(gix) RN

lo cual implica que
/ v2<e VYneN. (6.8)
Bi(z)

Caso 2: |z| < Ry
Como v, — 0 en L2 (RY) se tiene que v, — 0 fuertemente en L?*(Bg, 1(0)). Por tanto,

existe ng € N tal que

/ v2 < / v2<e  VYn>ng. (6.9)
B (:D) BRm+1(0)

De las desigualdades (6.8) y (6.9) se sigue que

sup / v <e Vn > ny,
Bi(z)

zcRN

lo que demuestra la afirmacién (6.7). Aplicando el Lema 6.16 concluimos que v, — 0
fuertemente en LP(Q)) para todo p € (2,2*).

Ejercicio 6.17 Prueba que, si #G(x) < oo para algin x € RY ~ {0}, la inclusion
HY(Q)Y — LP(Q) no es un operador compacto, para ningin dominio exterior G-
invariante Q de RY. B

El Teorema 6.15 abre la posibilidad de usar los métodos empleados en los capitulos
anteriores para obtener soluciones al problema (6.1). Podemos aplicar dichos métodos
para obtener puntos criticos de la restricciéon del funcional J al espacio H(€)“. Sin
embargo, no es cierto en general que los puntos criticos de la restriccién de un funcional
a un subespacio sean puntos criticos del funcional en todo el espacio, como lo muestra
el siguiente ejemplo.
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Ejercicio 6.18 Considera la funcion f : R* — R dada por f(x,y) = e® + y*. Prueba
que f no tiene puntos criticos y que su restriccion al subespacio {(0,y) : y € R} si tiene
un punto critico.

A continuacién veremos que los puntos criticos de la restriccién de J al espacio
H(Q)% sf son puntos criticos de J en H}(2) y, por tanto, son soluciones de (6.1).

6.1.4. El principio de criticalidad simétrica

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por
I(H):={T € B(H,H) : T es biyectiva y ||Tul|| = ||u|]| Yu € H}

al conjunto de isometrias lineales de H. Este es un grupo bajo la composiciéon. Nota
que Z(RY) = O(N).

Ejercicio 6.19 Prueba que, si T € T(H), entonces
(Tu,Tv) = (u,v) Vu,v € H. (6.10)

(Sugerencia: Prueba que el producto escalar satisface (u,v) = 1(||u + o|> = |lu —v]|?)
para todos u,v € H).

Definicién 6.20 Sea G un grupo. Una accion (isométrica) de G en H es un homo-
morfismo de grupos G — Z(H). A la imagen de g € G bajo tal homomorfismo se le
suele llamar también g : H — H y se escribe gu en vez de g(u) para denotar a la
imagen de un elemento v € H bajo la isometria g.

Un espacio de Hilbert con una accion de G se llama un G-espacio de Hilbert. FEl
espacio de G-puntos fijos de H es el subespacio

HY :={uc H:gu=u YgecG}.
Un funcional J : H — R se llama G-tnvariante si
J(gu) = J(u) Vg e G, Yu € H.
Ejercicio 6.21 Prueba que HS es un subespacio vectorial cerrado de H vy, por tanto,

es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 6.22 Si G es un subgrupo de O(N) y Q es G-invariante, la Proposicién 6.13
asequra que H}(Q) con la accion g : HY(Q) — H}(Q) dada por gu := uo g™ es un
G-espacio de Hilbert, y que el funcional J : H} () — R dado por

1, 1

gl =

es G-invariante. El espacio de G-puntos fijos de H}(S2) es el subespacio H}(Q)C de las
funciones G-invariantes en Hg () definido en (6.6).

J(u) =
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El siguiente resultado debido a R.S. Palais [43] juega un papel muy importante en
problemas variacionales con simetrias.

Teorema 6.23 (Principio de criticalidad simétrica, Palais 1979) Si H es un G-
espacio de Hilbert y J : H — R es un funcional G-invariante de clase C', entonces

(a) VJ : H— H es G-equivariante, es decir,
VJ(gu) = gVJ(u) Yu e H, Vg € G.
En consecuencia, si u € HY entonces VJ(u) € HC.

(b) Siu € HY es un punto critico de la restriccion J |ge: HY — R entonces u es un
punto critico de J.

Demostracion: (a) Como J es G-invariante, Jog = J para toda g € G. Sean u € H,
g € G. Aplicando la regla de la cadena y la identidad (6.10) obtenemos

(VJ(u),v) = (V(Jog)(u),v)=(Jog) (u
= J'(gu)[gv] = (VI (gu),gv) = (¢"'VJ(gu),v) Vv € H.

Por tanto,
VJ(gu) = gVJ(u) Yu e H, Vg € G.

En particular, si uw € HY entonces gu = u y, por tanto,
VJ(u) = gVJ(u) Vg € G.
Es decir, V.J(u) € H® para toda u € H®,

(b) La ltima afirmacién asegura que, si u € H entonces V(J |ge)(u) = V.J(u), lo
que demuestra (b). m

En particular, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 6.24 Si G es un subgrupo de O(N) y Q es G-invariante, las soluciones
G-invariantes del problema (6.1) son precisamente los puntos criticos de la restriccion

del funcional definido en (6.2) al espacio de G-puntos fijos H}(Q)C.
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Ejercicio 6.25 Prueba que, si G es un subgrupo de O(N) y ) es un dominio exterior G-
invariante, el espacio H} (Q)€ es de dimension infinita. (Sugerencia: Toma una sucesién
de funciones radiales ¢, € C°(RY) con sop(p;) C Q tales que sop(p;)N sop(y;) = 0 si
i # J, y prueba que @, y ¢; son ortogonales en H}()C)

Teorema 6.26 Si G es un subgrupo de O(N) que satisface la propiedad (x), 2 es
un dominio exterior G-invariante y p € (2,2*), entonces el problema (6.1) tiene una
sucesion (ug) de soluciones G-invariantes tales que

lurlly — oo

Demostracion: Por el Corolario 6.24, basta probar que el funcional J : H} ()¢ — R
dado por

1. ., 1
J(w) = 5 llully - p |ul,

tiene una infinidad de puntos criticos. Argumentando como en la seccién 4.2, se tiene que

los puntos criticos no triviales de este funcional son los puntos criticos de la restriccién
de J a la variedad de Nehari

NG = {ue HYQ)® 1 u 0, J(uu =0} =N nH(Q)C,

que es una variedad de clase C?. Un argumento idéntico al que se usé para probar la
Proposicién 5.43, pero aplicando ahora el Teorema 6.15 en vez del Teorema 3.23, nos
permite concluir que J satisface la condicién de Palais-Smale sobre N'“. Asf pues, J
satisface las hipétesis del Teorema 5.35 en NC.

El espacio HZ (92)¢ es de dimensién infinita (Ejercicio 6.25), asf que podemos argumentar
como en la demostracién del Teorema 5.44 y usar el Corolario 5.40 para probar que
gen(N9) = oo. El Teorema 5.35 asegura entonces que el conjunto de valores criticos de
J sobre N'“ no estd acotado. Por tanto, existe una sucesién de puntos criticos uj, € N'¢

— p=2

tal que J(uy) = &, [ug]|f — oo m

El siguiente caso particular importante del teorema anterior fue probado por Strauss
en 777.

Corolario 6.27 (Strauss 1977) Sip € (2,2%), el problema

—Au+u=|u?u,
u € HY(RY),

tiene una infinidad de soluciones radiales.

Veremos a continuacién que, en ciertos casos, este problema también tiene una
infinidad de soluciones no radiales.
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6.1.5. Infinidad de soluciones no radiales

Sean G un subgrupo de O(N) y 7 : G — Z/2 := {1,—1} un homomorfismo de
grupos. Si Q es G-invariante podemos definir una accién de G en H}(Q), a la que
denotaremos g-, : H}(Q) — H(Q), del siguiente modo: g -, u := 7(g)gu, es decir,

(97 u) (v) =T1(gu(¢g ' (x)) VreQ, Vgeaq.
La Proposicién 6.13 nos permite concluir que g -, u € H} (), y

lg -7 ully = [Tl llgully = llgully = lull;,
g ul, = [7(@llguly = lgul, = lul,-

Esta es una accién de G en H}(Q) y J es G-invariante respecto a esta nueva accién.

Si 7 es el homomorfismo trivial 7 = 1, esta accién coincide con la que consideramos
anteriormente en (6.5). Pero si 7 es un epimorfismo (es decir, si es suprayectivo), la
accién es distinta. Denotemos por

HY(Q): ={ue H}(Q):gru=u Vg€ G}
={ue H}(Q) : u(gz) = 7(g)u(z) Vg € G, Vo € Q}

al espacio de puntos fijos bajo esta accién. Nota que, si u € H}(Q)" y K = kerT,
entonces u es K-invariante, es decir,

Hy(Q)" C Hy(Q)F.

Por otra parte, u(gz) = —u(x) si 7(g) = —1. Asi pues, si 7 es un epimorfismo, u €
H} ()" y u(x) # 0, entonces u cambia de signo sobre la G-érbita de z. En particular,
u no es G-invariante.

Ejercicio 6.28 Sim € N y 2m < N consideramos el subgrupo G de O(N) generado
por K := O(m) x O(m) x O(N — 2m) y por la reflexion p € O(N) dada por

p(x,y,2) = (y,x, 2) Y(z,y,2) € R™ x R™ x RN7?™ = RY,

Consideramos el homomorfismo 7 : G — Z/2 cuyo valor en los generadores estd dado
por
1 sigeO(m)xO(m)x O(N —2m),
T(Q) = —1 sig=
g=np
(a) Prueba que T estd bien definido y que kert = K.
(b) Prueba que el espacio H'(RN)™ tiene dimension infinita.
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Usando esta accién probaremos el siguiente resultado de Bartsch y Willem [8].
Teorema 6.29 (Bartsch-Willem 1993) SiN =4 0N > 6 yp € (2,2%), el problema

_ — g2
{ Au+u = |ul’""u, (6.11)

u € HY(RY),

tiene una infinidad de soluciones no radiales.

Demostracion: Para m = 2 consideramos el homomorfismo 7 del Ejercicio 6.28.
Entonces H*(RY)™ ¢ HY(RY)X donde K := O(2) x O(2) x O(N —4).SiN =40 N >6
entonces K satisface (x) y el Teorema 6.15 asegura que la inclusién H(RV)X — LP(RY)
es un operador compacto. En consecuencia,

H'(RY)" — LP(RY)

es un operador compacto.

Aplicando el principio de criticalidad simétrica (Teorema 6.23) se tiene que las solu-
ciones del problema (6.11) que pertenecen a Hj(2)™ son precisamente los puntos criticos
de la restriccién

J ey H'(RY) = R

del funcional definido en (6.2) al espacio H'(R")". Nota que los elementos de H'(RY)"
no son funciones radiales ya que

u(z,y, z) = —u(y,x, 2) V(z,y,2) € R* x R? x RV™* =R",

Ahora podemos argumentar como en la demostracién del Teorema 6.26 y usar el Ejer-
cicio 6.28 para concluir que el conjunto de valores criticos de J sobre la variedad de
Nehari

NTi={ue H'RY) :u#0, J'(uju=0} =N NH R

no estd acotado. En consecuencia, el problema (6.11) tiene una infinidad de soluciones
no radiales. m

La existencia de soluciones no radiales del problema (6.11) en dimensiones N =5y
N = 3 fue demostrada recientemente por Lorca y Ubilla en [38] y por Musso, Pacard y
Wei en [40], respectivamente, usando métodos totalmente diferentes.
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6.2. El estado fundamental en RY

Consideremos el problema

(6.12)

—Au—+u=|uf?u
u € HY(RY)

donde N > 3, p € (2,2*). Las soluciones no triviales de este problema son los puntos
criticos de la restriccion del funcional

1
2

1

2
lully =2 Jul,

J:H'RY) - R,  J(u)

a la variedad de Nehari
Ni={ue H'R"):u#0, ||lul} =|ul}.

Definicién 6.30 w € H'(RY) es un estado fundamental del problema (6.12) si
satisface

J(w) = Jgj{/J(u)

6.2.1. Existencia de un estado fundamental

Nuestro objetivo es probar que el problema (6.12) tiene un estado fundamental.
Como la inclusién HY(RY) — LP(RY) es continua para p € [2,2*] (Teorema ?7),
existe una constante C' > 0 tal que |ul, < C'||u||, para toda u € H'(R"). La constante

més pequena para la cual esta desigualdad se satisface es S, Y 2, donde

2
5= g Wby (6.13)
uEH;(RN) ’U|p
u#0

A S, se le suele llamar la mejor constante de Sobolev para el encaje de H*(RY) en
LP(RY).

Lema 6.31 Se cumple que

—9 _»
inf J = ——=5p2.
N 2p
Demostracion: Observa que
1

2| p-2
N = [Hqu] wiue H(RY), u0

Julp
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Recuerda que J (v) = pz;pZ |v||? para todo v € A. De modo que

1 P
2] »—2 2\ P2
Hu”l ! 2U — p_2 / f ||UH1 p_2 P?%2
|ulp 2p ueH! (&) |ul? 2p

u€H(RV)
u#0

imfJ= iInf J [
N

como afirma el enunciado. =

Lema 6.32 Sea H un espacio de Hilbert y sea (u,) una sucesion en H tal que u,, — u
débilmente en H. Entonces

, 2 2 2
tim (flun|2 — flan — u]?) = [lu]®.
Demostracion: Como u, — u débilmente en H,
. 2 2 . 2
T (fJun[|” = flun = ul[") = Hm (2 (un, u) = Jul]%)
2 2 2
= 2ful” = flul” = flul”,

como afirma el lema. ®m

A continuacién probaremos que, bajo condiciones adecuadas, la funcién |-|§ satisface
una igualdad andloga. Requerimos el siguiente lema.

Lema 6.33 Sea p € [1,00). Dada € > 0 eziste C = C(e,p) > 0 tal que
lla + b —|al?| £ elal’ + C|b)? Va,b € R.

Demostracion: Si b= 0 la desigualdad se satisface para cualquier C' > 0. Podemos
entonces suponer que b # 0. Basta entonces probar que

Nlt+ 1" =t —eltf <C  VteR

ya que, tomando ¢ = 7, obtenemos de ésta la desigualdad deseada.
Por el teorema del valor medio, existe un nimero r entre ¢t y ¢t + 1 tal que

[+ 17 = [t7] = plr”™" < p(Jt] + 177"

Sea ¢ > 0. Como p(s + 1)P71 — es? — —oo cuando s — oo, existe C > 0 tal que
p(s+1)P~!1 — es? < C para todo s € [0,00). En consecuencia,

It + 1P = [t7] — et < p(t] + 1)7~" —e|t] < C,

como afirma el lema. =
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Lema 6.34 (Brezis-Lieb, 1983) Sean 1 < p < oo y (u,) una sucesion acotada en
LP(RYN) tal que u,(x) — u(z) para casi toda x € RY. Entonces

lim <|un|§ ~ Jup — u|g) — [ul?.

n—0o0

Demostracion: Como (|u,|P) es una sucesién acotada en L'(RY) el lema de Fatou
asegura que u € LP(RY). Sea & > 0. Definimos

vn = [unl” = Jun — wf” = |ul"| — e fupn —ul”.

Sea C' = C(g,p) como en el Lema 6.33. Aplicando dicho lema a a := wu,(x) — u(z) y
b := u(x) obtenemos que

vn(r) < lun (@) = Jun(z) — u(@)|"] = € |un(x) — u(@)]" + |u(z)]”
< (C+ D) VeeRY.

En consecuencia, v, := max{v,,0} cumple que |v} (z)] < (C + 1)|u(z)|P para todo
z € RY. Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesque concluimos que

lim v =0.
n—0o0 JpN

Ahora bien, como (u,) estd acotada en LP(RY) existe C' > 0, independiente de ¢, tal

que
/ Hun]p—|un—u|p—\u|p]§€/ |un—u]p+/ v;§0'a+/ ot
RN RN RN RN

Haciendo tender n — oo obtenemos

h’msup/ l|un|” — |u, —ul’ = Jul’] £ C'e  para toda e > 0.
RN

n—oo

En consecuencia,

lim (yunyg — Ju, —uft — yu|§;) —0,

n—oo
como afirma el enunciado. m
También usaremos el siguiente resultado que dejamos como ejercicio.
Ejercicio 6.35 Prueba que, si a < 1, entonces
a® +b* > (a+b)* Va,b > 0.

Prueba que la igualdad a® + b* = (a + b)* se cumple si y sélo si ab = 0.
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Dados y € RY y u : RY — R denotaremos por T,u € H'(R") a la funcién
T u(x) == u(z —y).

T,u se llama la traslacién de u por y. Nota que [T ull, = |ull, y [Tyul, = [u|,. En
consecuencia J(Tyu) = J(u), y T,u € N siu € N.
Lions [?] demostré que el problema (6.12) tiene un estado fundamental.

Teorema 6.36 (P.L. Lions, 1984) Sean p € (2,2*) y (u,) una sucesion en N tal que
lim J(u,) = inf J.
N

n—oo

Entonces, para una subsucesion, existe una sucesion (x,) en RY tal que (T, u,) con-
verge fuertemente en H'(RY). En consecuencia, el problema (6.12) tiene un estado
fundamental.

Demostracion: Por el Lema 6.31 se tiene que

2
P g

_pP_
5o (un) = lunll} = Junly — 572 > 0.

De modo que ninguna subsucesién de (u,) converge a 0 fuertemente en LP(RY). Como
p € (2,2%), el Lema 6.16 implica que

sup / |un|> >0 > 0.
z€RN J By (x)

/ un|® > 6/2,
Bi(zn)

y sea w, := Ty, u,. Entonces w, € Ny J(w,) = J(u,). Por tanto,

Escojamos z,, € RY tal que

2 P
szj(wn) e

2
[wnlly = fwal, =

El Corolario 3.25 asegura que (w,,) contiene una subsucesién tal que

w, — w débilmente en H'(R"Y),
wy(x) — w(z) casi dondequiera en RY,

w, — w fuertemente en L2 (RY).

En consecuencia,

§/2 < / u? = / w2 — w?
B (zn) B1(0) B1(0)
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y, por tanto, w # 0. Ademds, de los Lemas 6.32 y 6.34, y la definicién (6.13) de S, se
sigue que

v 2
Szf_z = lim ||wnH1
n—oo

§ 2 2

= lim Jw, —wl[; + [Jwlly
n—oo

> S, | lm |w, — w|123 + |w|ﬂ

LN—00

2/ 2/
= 5, | (1im [w, — w]) p+(|w|g) p]

L n—oo

M., » MEL
> Sy | lm |w, —w[) + |w|p}

LN—00

M., 2/p
= S, | lim \wn\ﬂ

LM — 00

_p_

= Sy

La segunda desigualdad se deriva del Ejercicio 6.35. Mds atin, como se satisface la
igualdad
2/p 2/p 2/p
(i oo =) (o) = iy o =+ ol
y w # 0, forzosamente
lim |w, —w|) = 0.

n—oo

En consecuencia,
p€2 . 2 2 ’ ’ 2 o pgg
Sp =5 |w|p < [lwll} < Uminf [lw,|[] = S,
n—oo

es decir, |lw,|l;, — |lw|, y, como w, — w débilmente en H*(RY), concluimos que
w, — w fuertemente en H*(RY). Por tanto, w es un mfimo de J en N, es decir, un
estado fundamental del problema (6.12). =

Observa que si w es un estado fundamental de (6.12) entonces Tyw también es un
estado fundamental de (6.12) para cada y € R".

6.2.2. Simetria del estado fundamental

Nuestro objetivo ahora es probar que todo estado fundamental de (6.12) es radial-
mente simétrico respecto a algin punto a € RY. Usaremos el principio de continuacién
tnica, que enunciamos a continuacién y cuya demostracién se encuentra en [31, 25].
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Teorema 6.37 (Principio de continuacién dnica) Sean Q2 un subconjunto abierto
y conezo de RN, N >3, y V € C%Q). Siu € H(Q) satisface

—Au+V(z)u =0,
yu =0 en un subconjunto abierto no vacio de €2, entonces u = 0 en ).

Probaremos primero el siguiente resultado. El método empleado para demostrarlo
se conoce como el método del plano mévil y fue introducido por Gidas, Ni y Nirenberg
en [26, 27].

Proposicién 6.38 Sea w € N un estado fundamental de (6.12). Entonces existe a; €
R tal que w es invariante respecto a la reflexion p, sobre el plano x1 = ay, es decir,

w(pyz) = w(x) Vr € RY,
donde py(z1,...,xN) := (201 — 21, X2, ..., TN).
Demostracion: El Lema 6.31 asegura que
9 _p_
Jwl[|} = fwl, =557 > 0.

Escogemos a; € R tal que

Podemos suponer sin perder generalidad que

/ (]Vw\2+w2)§/ IVl +u?). (6.14)
T12>0a1 r1<a1

Definimos entonces

u(z) = w(z) si x> aq,
| w(pyr) sixg < ay.

Esta funcién cumple que u(p;x) = u(x) para todo € RY. Nuestro objetivo es
demostrar que w = u.
Notemos primero que

_Dp
= [l [ wepr=z [ pupr-si
zr12>a1 z1<a1 r12>a1

2 2 5 2
[ully =S, ’u‘p =55 = |lwll}.

Por tanto,
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Por otra parte, se sigue de (6.14) que
lf = [ (vl s+ [ (Vwep)f+won))
r1>a1 z1<a1
- 2/ (Vol? + w?)
T1>0a1

< [ wulaatye [ (Ve eet) =l
T1>0a1

r1<a1

_p_
En consecuencia, ||ul? = ||w|? = S§~*. De modo que u € Ny u es un estado funda-
mental de (6.12). Dado que u y w satisfacen

—ANu+u = |uf?u,

-2
—Aw+w = |wf " w,
definiendo v := u — w y restando estas ecuaciones obtenemos que v satisface
p—2 p—2
—Av+v=u"""u—|w" " w. (6.15)

Notemos ahora que, para cada u,w € R, se tiene que
bd
luPu— w]P P w = / pr lw + t(u—w)|P (w+ tu — w)) dt
0

1
= (p—1) </ |w+t(u—w)|p_2dt> (u—w).
0
Si definimos .
Viz):=1-(p—1) (/ lw(x) + to(z) P> dt)
0
la ecuacién (6.15) se tranforma en
—Av+ V(z)v=0.

Ahora bien, como u y w son soluciones de (6.12), u y w son continuas. Por tanto, V' es
continua. Pero v(z) = 0 si 7 > a, asi que el principio de continuacién tnica (Teorema
6.37) nos permite concluir que v = 0 en RY es decir, que w = u. =

Lema 6.39 Si u : RY — R cumple que u(x) = u(—x) y u(zy,...,25) = u(2a; —
T1, Ty, ..., xN) para toda ¥ = (w1,...,xN5) € RN, entonces u(wy,...,xy) = u(x; +
4ay, Ty, ..., xy) para toda v = (x1,...,2x5) € RYN. En consecuencia, si u € L*(RY)
yu # 0, entonces a; = 0.
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Demostracion: Se tiene que

w(ry, ..., xy) = u(—x1,...,—xn) =u(2a1 + 1, —22...,—TN)

= u(—2a1 —x1,29...,2x) = u(da; + 1,25 .., TN).

Esto implica que u es 4a;-periédica en la variable z;. Por tanto,

m u? < / u? Vm € N.
|z1]|<2a1 RN

Asi, si u € L*(RY) y u # 0, entonces a; = 0. =

Teorema 6.40 (Gidas-Ni-Nirenberg, 1981) Todo estado fundamental del proble-
ma (6.12) es radialmente simétrico respecto a algin punto a € RV,

Demostracion: Sea w € N un estado fundamental de (6.12). Por la proposicién
anterior existen ay,...,axy € R tales que w es invariante respecto a la reflexién p; sobre
el plano z; = a; para cada j = 1,..., N. Sea a = (a1, ...,ay) y sea w(z) = w(z — a).
Queremos probar que w es radialmente simétrica respecto a 0. Por lo pronto sabemos
que

_ N I
W(T1, e Tjy ooy TN) = W(T1, oo, =T, o, xy) Ve R yVji=1,..,N.

En consecuencia, w(z) = w(—x) para toda x € RY. Probaremos a continuacién que w
es invariante respecto a la reflexién sobre cualquier plano que pase por el origen.

Sea z € RY tal que |z| = 1. Por la Proposicién 6.38 existe a. € R tal que w es invariante
respecto a la reflexién sobre el plano z - (z — a,z) = 0. El Lema 6.39 implica entonces
que a, = 0. Es decir, w es invariante respecto a la reflexién sobre cualquier hiperplano
que pasa por el origen.

Probemos ahora que w es radialmente simétrica. Sean y; # y» € R tales que |y;| = |y2] -
Entonces 3, es la imagen de y; bajo la reflexién sobre el plano (y; — y2) - = 0. En
consecuencia, w(y;) = w(yz). ™

6.2.3. No existencia de estados fundamentales en dominios ex-
teriores

Consideremos ahora el problema

_ — [y P2
{ Au+u=|ul""u (6.16)

u € Hi(Q)
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en un dominio exterior Q en RY tal que RN \ Q es no vacio. Supondremos como antes
que N > 3y p € (2,2*). Nuestro objetivo es probar que no existe un estado fundamental
para este problema, es decir, que

1
2

1
2
lully =2 Jul,

J(u) =
no alcanza su minimo en la variedad de Nehari
No={u€Hj(Q):u#0, ||ull} =|ul}.
Dado que HE(Q) € HY(RY), se tiene que

infJ> {nf J=—-8r2, 1
}/{/'IQJ_./{/'ENJ 2p b (6 7)

Probaremos que se cumple la igualdad. Para ello, escojamos una funcién ¢ € C2°(RY)
talque 0 < p < 1, p(x) = 1si|z| <1lyp(xr) =0si|z| >2. Dadosr >0y u:RY — R,
definimos .

p@)=v(3) v w=eu (6.18)
Observa que @, () =15si|z| <7y ¢ (r) =0si|z] > 2r.
Lema 6.41 Siu € H'(RY) entonces u, — u fuertemente en H*(RY) cuando r — oo.

Demostracion: Se tiene que

9 2, 12 20 12 2
[u-ul= [ n-elult= [ p-efurs [ b
RN RN |z|>r |z|>r

Sea C' > 0 tal que |Vip(x)| < C para todo z € RY. Entonces

[ V=l = [ 10-e)Vu-uTe,p
RN RN

< 4(/ =) vaP+ [ |uwr|2)
RN RN

4C
< 4/ |Vu|2+—2/ uf?.
|z|>r r RN

En consecuencia, como u € H*(RY),

4C
= |3 §4/ |Vu]2+—2/ \u|2+/ lu> =0  cuando r — oco.
|z|>r r RN

Esto demuestra la afirmacién del lema. =
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Lema 6.42 Si §) es un dominio exterior, entonces

—9 »
fJ=2"%gr"

Demostracion: Sea R > 0 tal que RV \.Q C Bg(0) y sea w una solucién fundamental
de (6.12). Definimos uy, := T¢, wy, donde &, := (R +2k,0,...,0) y wi, := p,w con ¢,
como en (6.18), es decir,

up(7) = (v — & w(r — &),

Entonces ug(x) = 0 si |z — &,| > 2k. Por tanto, uy € Hy(9).

2 H_9
Como uy # 0 existe t; > 0 tal que tpu, € No. Explicitamente, ¢, = (”u:“;})p *  Por
p

tanto,
p

2 p€2 2 p—2
p=2 [ luxl} p—2 ( llwslly

J(tpuy) = — | -—2 =L - === .
Bw) =75, <|uk|; 2p \ lwsl?

Aplicando el lema anterior, tenemos que

p

2\ p—2
p—2 [ |lwl; —2 %
J(t — =——5".

Esto demuestra que

—92 »_
mfJ <l “gre
No 2p

y de la observacién (6.17) se sigue la igualdad. m

Teorema 6.43 Si ) es un dominio exterior en RY tal que RN \.Q es no vacto, entonces
J no alcanza su minimo en Ng.

Demostracion: Argumentando por contradiccién, supongamos que existe v € N
tal que
- 92 _p_
J(u) =1inf J = p—Sg’”.
Entonces u es un estado fundamental del problema (6.12), es decir, u es de clase C? y
satisface

—Au+ (1= |uf"?)u=0.

Esto contradice el principio de continuacién tnica, ya que v se anula en RY < Q. m
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En 1997 Bahri y Lions [7] probaron que el problema (6.16) tiene una solucién positiva
en cualquier dominio exterior. El problema de existencia de m&s de una solucién para
el problema (6.16) en un dominio exterior arbitrario esta abierto.

Esteban y Lions [22] probaron que existen dominios no acotados para los cuales el
problema (6.16) tiene tinicamente la solucién trivial. El semiespacio {x € RN : zy > 0}
es uno de tales dominios.

6.3. Problemas no auténomos

Consideremos ahora el problema

—Au+ a(z)u = |[ul’u
{ Lo EY) (6.19)
donde N >3, p € (2,2%) y a € C°(RY) satisface a(x) > 0 para todo r € RY y
lim a(x) = ax > 0. (6.20)

|z|—o00

6.3.1. Formulacién variacional del problema

Definicién 6.44 Una solucion de (6.19) es una funcion u € H'(RY) que satisface

/ VU-VU+/ a(x)uv—/ ulP "> uw Yo € HY(RY).
RN RN RN

Para u € H*(RY) definimos

(u,v), = /RN (Vu - Vv + a(z)uv), |lull, = (/RN (|Vu]2 + a(x)u2)>1/2.

Lema 6.45 (a) (-,-), es un producto escalar en H*(RY) y la norma inducida es
equivalente a la norma ||-||; de H(RY).

(b) Existe C > 0 tal que
[ul, < Cllull,  Vue H'RY).

Demostracion: (a): (-,-), es claramente bilineal y simétrico. Nuestras hipétesis
sobre a aseguran que existen 0 < ap < 1 < a; < oo tales que

ap < a(z) < ay Yz e RV,
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En consecuencia,

ao /RN (IVul* +u?) < /RN (IVul® + a(z)u?) < CL1/ (IVul” +u?),

RN
es decir, ag |[ul|? < [Jul|?> < ay |jul|} para todo u € HY(RY), de lo cual se sigue inmedi-
atamente la afirmacion (a).
(b): Usando (6.13) obtenemos

[ul, < Spllull} < aoSy llull; — Vue H'RY),

como se afirma en (b). m

En consecuencia, el funcional J, : H'(RY) — R definido como

niw) = 5 [ (vl atw) =5 [

1, o 1

es de clase C? y su derivada estd dada por

J('l(u)v—/ Vu'Vv—i-/ a(a:)uv—/ luP~% uw
RN RN RN

(Ejercicio 4.5, Teorema 4.8 y Ejercicio 4.9). De modo que las soluciones del problema
(6.19) son los puntos criticos de J,. Los puntos criticos no triviales de J, estan en la
variedad de Nehari

No={ue H'R") :u#0, [[ulf=]uf}.

Si denotamos por
2
[[ull,

Spa =
PO wemi@yy Jul?2’
u#0

el Lema 6.45 asegura que S, , > 0, y como en el Lema 6.31 se demuestra que

P—2_ 5
—SP2.
2p p7

inf J, =
N, ¢



100 6. PROBLEMAS EL{PTICOS EN DOMINIOS NO ACOTADOS

6.3.2. El Teorema de Lions
El problema

_ |y P2
{ Au+ axu = |ul’" " u, (6.21)

u € HY(RY),
se llama el problema limite asociado al problema (6.19).
Lema 6.46 Si v, — 0 débilmente en H'(RY), entonces una subsucesion cumple que
T (Joell2 = Joel2,) = 0.
Demostracion: Sea € > 0. La sucesién (vg) estd acotada en H'(RY) vy, por el

Corolario 3.25, una subsucesién satisface que vy — 0 fuertemente en L? (RY). Sean
C > 0 tal que |vk|§ < C para toda k € N, y R > 0 tal que

£
la(x) — as| < 50 si |z| > R.
Entonces existe kg € N tal que
/ a(7) — aoo| Vi < sup |a(z) — ao Vi < ° si k> ko.
Z|<R 2€RN 2|<R 2
Ademas,
/ a(7) — ase| Vi c < S Vk e N
—0oo| UV S 5 N :
2|>R 2C J>r 2

En consecuencia,

well2 = lloxllZ_| =

< / la(r) — aco| Vi < € si k> ko,
RN

como afirma el enunciado del lema. =

Denotemos por

2

o e Ml

P wem @Yy ul?
u#£0

Proposicién 6.47 (a) S, < Speo-
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(b) Si

entonces J, alcanza su minimo en N.

Demostracion: (a): Sea ws un estado fundamental del problema (6.21)" y sea ()
una sucesién en RY tal que |€,| — oco. Definimos vy, (z) := weo (7 —&;,). Entonces v, — 0

débilmente en H'(RY). Observa que |[vg]l, = [[wsoll, ¥ [Vklp = |woo|p- El Lema 6.46
implica que

2 2
el el sl
lim —*2 =1 =
k00 |Uk|12; k00 |'Uk|1%

= Sp.oo-

|weol3

En consecuencia, Sy, < S co-

(b): Supongamos que S, , < Spoo- Sea (ux) una sucesion en N, tal que

p—2 _
J, , L Zgr/(p-2)
(ur) op

Entonces

lunlls = Juxll — SPP2).

Por el Corolario 3.25, una subsucesion satisface

u, — u débilmente en H'(RY),
up(r) — wu(x) para casi todo z € RY,

up — u fuertemente en L2 (R™).

loc

Siu =0, el Lema 6.46 implicarfa que

= , 2 ) 2 ) 2
ba Jm fugll, = m fugll, > Speo M fugl,

y p\ /P =2
> Spa <khm |uk|p> = Spa’,
— 00

lo que contradice nuestra hipétesis. En consecuencia, u # 0.

Ver ejercicio 1 de la tarea 8.
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De los Lemas 6.32 y 6.34, y la definicién de S, , se sigue que

_b_ 2
pa = Mm [lugll;
k—o0
. 2 2
= i [l — ulf? + Jul?
—00

2/p 2/p
> Spa (khm |uk—u|z> +(!u|z> }

. . P p] /P
> Sy | Jim i = uf) + Jul)

_ g '1, p2/p
= Spa | ful

= Sp..
Como u # 0, el Ejercicio 6.35 implica que

lim |uy, — ul) = 0.

k—oo

En consecuencia,
723 2 2 2 =3
Spa” = Spalul, < Jlully < Uminf [Jugl, = S7a°,
k—o0

es decir, ||ug|l, — ||ull, ¥, como u; — u débilmente en H'(RY), concluimos que uy — u
fuertemente en H'(RY). Por tanto, u es un minimo de J, en \V,. m

P.L. Lions [?] demostré que, si a satisface condiciones adecuadas, entonces J, alcanza
su minimo en Nj.

Teorema 6.48 (P.L. Lions, 1984) Sia € C°(RY) satisface que

0<a(r) < lim a(z) =as >0 Vo € RY,

|z|—o00
entonces el problema (6.19) tiene una solucion no trivial de energia minima.

Demostracion: Si a = as el resultado se sigue del Teorema 6.36 y el ejercicio 1 de
la tarea 8 77.

Supongamos que a # as. Sean zo € RY y r > 0 tales que as — a(x) > 0 si
|x — x| < r. Sea wy un estado fundamental del problema (6.21). Entonces se cumple
que

Awa—a@»wgz/” (ac — a(x)) w?, > 0.

|lz—z0|<r
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En consecuencia, ||weo||2_ > [|weo||2 v se tiene que

S P P N
a - ,00°
? | 00|;27 ’WOO|;27 P

El resultado se sigue de la Proposicién 6.47. m

6.4. La ecuacién estacionaria de Schrodinger

La ecuacién nolineal de Schrodinger

0 _

zha—zf = —R2AY + V(z)p — |]P 29 (6.22)
modela el comportamiento de una particula cargada en un sistema cuéntico, donde
V :RY — R es el potencial, ¥ : R x RY — C es la funcién de onda y A es la constante
de Planck. Una solucién de la forma v (t,2) = e/ "y(z), u € H'(RY), se llama una
onda estacionaria de la ecuacién de Schrodinger (6.22).

Si ¢ es una onda estacionaria entonces se cumple que
o

—iha — REAY + V(@) — [P p = e @M (—wu — R2Au+ V(x)u — |ulP?u) = 0.

Por tanto, las ondas estacionarias de (6.22) corresponden a las soluciones del problema

—e2Au + a(z)u = |ulf " u,
(el o
donde ¢ := h y por a(z) := V(r) — w. Como la constante de Planck & es muy pe-

quena, en ciertas situaciones interesa la existencia de soluciones del problema para ¢
suficientemente pequena, a las que se les llama soluciones semicldsicas de la ecuacién
de Schrodinger.

Una solucién del problema (6.23) es una funcién v € H'(R”) tal que

52/ Vu- Vo +a(r)up = / lu’ 2up Vo e OF°(RY).
Q Q

Como antes supondremos que a € C°(RY) satisface a(x) > 0 para todo r € RY y

lim a(z) = ax > 0.

|z|—o0
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Lema 6.49 u(x) es solucion del problema (6.23) si y solo siv(z) := u(e~'z) es solucion
(débil) del problema
—Au+ a(ex)u = |[ulf " u,
u € HY(RY).

Demostracion: Se sigue de un célculo sencillo. =

Teorema 6.50 Sia € CO(RY) satiface a(z) > 0 para todo v € RN y

infa < lim a(z) = axw > 0,

RN |z|—o00
entonces existe g > 0 tal que el problema (6.23) tiene una solucion positiva para toda

€€ (0, 80).

Demostracion: Denotemos por a.(z) := a(ex). Por la Proposicién 6.47 basta probar
que, para ¢ suficientemente pequena, S, ,. < Spoo. S€a W un estado fundamental del
problema limite (6.21). Sin perder generalidad podemos suponer que 0 es un minimo
de a. Sean 7 > 0y § > 0 tales que a(z) < ay — 9 si || < r. Entonces

a.(x) <ag—0  si|z] < L

0
/ W< —0 / W2
RN\ Bg(0) SUpgp~ @ JRN
y definamos ¢¢ := 5. Entonces, para ¢ € (0,e9) se tiene que
/ aswio = / agwio +/ aawgo
RN Br(0) RN\ Bg(0)
< (aoo—é)/ wio—i-é/ wgo—/ Ao’ .
RN RN RN

2 2
[woolla,  llwvsolla,,

’(*’OO|127 |w00‘§

(L)

Escojamos R > 0 tal que

En consecuencia,

p,ae — = p,0

para todo € € (0,g0). =



Capitulo 7

Problemas elipticos con exponente
critico

El objetivo de este capitulo es estudiar el problema

{ —Au+ = |u>"?u enQ, (7.1)

u=20 sobre 02,

donde € es un dominio en RY, N > 3, A € R, y el exponente del término no lineal es
el exponente critico de Sobolev 2* := %

La motivacion para estudiar problemas de exponente critico proviene de la geometria
riemanniana, donde problemas importantes como el problema de Yamabe o el problema
de la curvatura escalar prescrita se expresan en términos de una ecuacién eliptica con

exponente critico; consulta por ejemplo [36].
7.1. Invariancia bajo dilataciones
Consideremos el espacio vectorial

DY?(RY) := {u € L* (RY) : u es débilmente diferenciable y D;u € L*(RY), i =1,..., N}.

Para u,v € DY2(RY), denotemos por

() ::/RNW-W vl = (/RN\qu)m. (7.2)

(-,-) es un producto escalar en DV?(RY) y este espacio resulta ser de Hilbert. Ademss,
C>®(RY) es denso en DV?(RY). La desigualdad de Sobolev es vélida en DV2(RY), es
105
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decir,
) [l
S = inf 5~ > 0.
ueD2®RN) |ul3.
u#0

La demostraciéon de estas afirmaciones se sugiere en la Tarea 9.
Si Q es un dominio en RY definimos

Dy*(Q) := la cerradura de C°(Q) en DV*(RY).

Puesto que es cerrado, éste es un subespacio de Hilbert de D*?(R¥). Si Q es un dominio
acotado, Dy*(Q) = H}(Q) y la norma de Dy*(Q) es equivalente a la norma |||, de
H} ().

Para ¢ > 0 definimos la e-dilatacién u. : R — R de una funcién v : RV — R
como

us(x) == 5¥u(5_1 ).

La siguiente figura ilustra e-dilataciones de una funcién para ¢ cada vez més pequeno:

e b

Es facil comprobar que, si u € DV?(RY), entonces u. € D¥?(RY) y

/ V| = / Vuf y / | = / f? (7.3)
RN RN RN RN

para todo € > 0. Es usual referirse a estas identidades como la invariancia bajo dilat-
aciones. Ellas son las responsables de que no valga el teorema de Rellich-Kondrashov
para el exponente critico.

o o, .. . ., 1.2 *
Proposicién 7.1 Sea Q un dominio en RY. La inclusion Dy () — L* () no es
. . . 1.2 . .
compacta, es decir, existen sucesiones acotadas en Dy~ () que no contienen ninguna
subsucesion convergente en L (§2).

Demostracion: Sin perder generalidad podemos suponer que €2 contiene al origen.
Toma 7 > 0 de modo que la bola B,(0) := {z € RY : |x| < r} esté contenida en Q y fija



7.1. INVARIANCIA BAJO DILATACIONES 107

¢ € C(Q) tal que ¢ # 0 y sop(¢) C B,(0). Para cada k € N considera la £-dilatacién
o1 p(7) = EN=2/24(kz). Entonces P11 € C2(Q),

lewell = llell v leimler = Il -

En particular, (¢, ;) estd acotada en Hg(£2). Si esta sucesion contuviera una subsucesion
convergente a u en L? () entonces |ul,. = |¢|2« # 0, y una subsucesién convergeria
puntualmente a u casi dondequiera en 2 (consulta, por ejemplo, [32, Teorema 19.12]).
Pero ¢, . (r) — 0 para toda z # 0. Por tanto, u = 0 casi dondequiera en (2. Esta es una
contradiccion; lo cual prueba que (;/,) no contiene ninguna subsucesién convergente

en L2 (Q). m

Denotemos por

SQ = inf

Proposicién 7.2 Se cumple que Sq = S vy este infimo no se alcanza si RN ~ Q # 0.

Demostracion: Claramente, Sq > S. Probemos que son iguales.
Sea ¢, € C>°(RY) tal que
2
koo |y

Sin perder generalidad podemos suponer que €2 contiene al origen. Sea r > 0 tal que
B,.(0) C €. Escogemos ¢ > 0 de modo que la g;-dilatacion uy, := (@) de ¢, satisfaga

que supp(uz) C B,(0). Entonces u, € Di*(Q) y

2
2*

€k

[ leox I
lfm R — — 5.
k=0 Jugly Koo [y

2
2

En consecuencia, S > Sq. Esto demuestra que Sqg = S.
Si existiera u € Dy*(Q), u # 0, tal que

entonces u serfa un minimo del funcional

1
2

1 o

J(U) = ? 9%

2
[Jul” =
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sobre la variedad de Nehari

N={ue D*®Y):u#0, [ul® = |u2},

y satisfarfa la ecuacién
2% -2
—Au—|u|” Tu=0 en RV,

Esto contradice al principio de continuacién unica, pues v se anula en RY . Q. =

7.2. La identidad de Pohozhaev

Consideremos el problema

—Au = f(u) en®Q
{ u=>0 sobre 0f2 (7.4)

donde 2 es un abierto acotado suave en RN, N > 3,y f € C°(R).
Recordemos que la divergencia de un campo vectorial x = (x;, ..., xy) : RY — R¥Y

de clase C'! se define como
N

. IX;
div(x) := ; e

Observa que, si y : RY — RY y h: RN — R son de clase C*, entonces

div(hx) = Vh-x + h[div(x)]-

La siguiente identidad debida a Pohozhaev [46] da una condicién necesaria para la
existencia de soluciones del problema (7.4).

Teorema 7.3 (Identidad de Pohozhaev, 1965) Toda solucién u € C?(QQ) del prob-
lema (7.4) satisface la identidad

2 \wuPP=N | F - — - =
2 /Q’ ul /Q (u)+2/89‘8V‘ 7 vdor=0

donde v es la normal unitaria exterior y F(t) := fot f(s)ds.
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Demostracion: Se tiene que

div(F(u)z) = f(u)Vu-z+ F(u)div(z)
= f(u) (Vu-z)+ NF(u),

div((Vu-2)Vu) = V(Vu-z)-Vu+ (Vu-x)div(Vu)

= |V’ +v<’v2“|) v+ (Vu - 2)Au

2 2
= |Vul’ +div (|V2u] x) - va;’ + Au(Vu - x)

2
= div<|vu| x) N - 2\Vu\ + Au(Vu - z).

2

Como u es solucién del problema (7.4), de las desigualdades anteriores obtenemos

0 = (Au+ f(u))(Vu-x)

_ 2
= ¥ IVu|? = NF(u) + div((Vu - 2)Vu — @x + F(u)x).

Integrando esta identidad y aplicando la férmula de Green concluimos que

0 = /|vu|2 N/ /dlv ((Vu-x)Vu— |V2“‘2x+F(u)x) dz
= T_/Q\VUF—N/QF(UH/M ((w-owu— ’v;’20+F(u)0) v #p)

donde v es la normal unitaria exterior a 0f).
Ahora bien, como u = 0 en 0f), se tiene que

ou

Vu = 5 —v sobre €.
v
Por tanto, como |v| =1,
2
|Vul? = ‘% sobre 0f)
Y 2
Vu-o)(Vu-v) = @J-V 0_u % oV sobre 0.
ov ov ov
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Por otra parte, como u = 0 sobre 92 y F'(0) =0,

/ F(u)o-vdo =0.
o0

En consecuencia,

/m ((Vu~0)Vu _ |V2u|20+ F(u)a) e /m%

Insertando ésta en la identidad (7.5) obtenemosla identidad deseada. m

Definicién 7.4 Un dominio acotado suave () es estrellado respecto al origen sio-v > 0

para todo o € OS2, y es estrictamente estrellado respecto al origen si o -v > 0 para todo
o€ 0.

Msés en general, €2 es estrellado (estrictamente estrellado) si alguna traslacién de €2
es estrellado (estrictamente estrellado) respecto al origen. Los dominios convexos - las
bolas, por ejemplo - son estrictamente estrellados. La siguiente figura ilustra un dominio
que no es estrellado:

Se trata de una bola de cuyo interior hemos extraido una bola cerrada pequena. Observa
que desde cualquier punto x, de este dominio parte un rayo que es tangente a la frontera
de la bola pequena.

Corolario 7.5 Sean Q un abierto acotado suave de RNV, N >3, A\ >0 y p > 2*.
(a) SiQ es estrellado con respecto al origen y, o bien A > 0, o bien p > 2*, entonces

el problema

- = |ulP?
{ Au+du=|u""u enQ, (7.6)

u=>0 sobre 012,

no tiene ninguna solucion no trivial.
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(b) SiQ es estrictamente estrellado respecto al origen, entonces el problema

—Au=u* u enQ,
u=20 sobre 09,

no tiene ninguna solucion no trivial.

Demostracién: (a): Sea u € C*(Q) una solucién del problema (7.6). Entonces

/|Vu|2+//\u2:/ lul”.
0 Q Q

Aplicando la identidad de Pohozhaev con F(t) = —3t + % |t|”, dividiendo entre N y
usando la igualdad anterior obtenemos

N—Q/ ) 1/ ) 1/
—— [ Vu]"+ < [ 2 ——= [ |uf
5N Q| "+3 A 5 QH

1 1 1 1
- <———>/|Vu|2+(———)//\u2.
22 p) Ja 2 p)Ja
Como o - v > 0 sobre 0f,

() () oo
2 p)Ja 2 p)Ja

Asipues, siA >0y p>2* osi )\_> 0y p > 2%, entonces necesariamente u = 0.
(b): Anslogamente, si u € C*(f2) es solucién del problema (7.7) entonces

Js

. 2 .
En consecuencia, ‘g—ﬂ v -0 = 0 sobre df) y, como 2 es estrictamente estrellado, nece-

sariamente % = 0 sobre 0f). Puesto que u = 0 sobre 0f2, se tiene que Vu = g—z =

sobre 0. Por tanto, la extensién trivial 7 : RY — R de u a R dada por

v Jou(x) sizeQ
u(:p)_{ 0 siz¢gQ

2

du

AN
Q
Il

2
v-o=020.

ov

es de clase C'. Obviamente satisface
~Au—[a* ?u=0 en RV,

lo cual contradice el principio de continuacién tnica. m
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7.3. Soluciones de energia minima en R"

En contraste con la Proposicién 7.2, veremos que S sf se alcanza en D*2(R™) ~ {0}.

7.3.1. Un fenémeno de explosion

Sea € un dominio acotado suave en RV, N > 3. Para cada p € (2, 2*] consideremos
el problema
—Au = |ulP"2u in Q,
() { u=20 on 02,

Denotemos por
1 s 1
Jp(u) := 5 [Jull” = 5 |l
al funcional asociado, cuyo dominio es el espacio Dé’Q(Q). Recuerda que, si 2 es un
dominio acotado, Dy*(Q) = HL(Q) y la norma de Dy*(Q) es equivalente a la norma
]I, de Hg(€).
Las soluciones no triviales del problema (¢,) son los puntos criticos de la restriccién
de este funcional a la variedad de Nehari

Ny = Ny(@) 1= {u € DF(Q) w0, [lul® = [uf}

Sea
cp = () = Inf J(u). 7.8
b= 6@ = ) (78)
Por simplicidad, escribiremos J,, N y ¢ en vez de Jo-, N§& y ¢5..

Sip € (2,2%) este infimo se alcanza (ver Proposicién 4.21). En cambio, si p = 2%,
es sencillo comprobar que ¢, = +5"/2 y que, dado que S no se alcanza en un dominio
acotado (ver Proposicién 7.2), ¢, tampoco se alcanza.

Sea u, € N, tal que J,(u,) = ¢, y sea t, € (0,00) tal que u, := t,u, € N,, ie.,

1 1
2 o% _o p o% _o
A A
P o o :
|Upl5e |Upl5e

Lema 7.6 Se cumple que

lim ¢, = c,, lim ¢, =1, lim J, (u,) = c..
p—2* p—2* p—2*



7.3. SOLUCIONES DE ENERGi{A MiNIMA EN RY 113

Demostracion: Sea u € Dy*(R), u # 0. De la desigualdad de Holder se sigue que

ooy ul® _ Jlull® o e2 Jul’ '
Q= —5 S T3 = ‘ T2 Vp € (2,27). (7.9)
|ul5 u | Jul;
Sea Sy := nf, pi2g) g0y T ‘} IH Tomando el infimo sobre todo u € D§?(Q) ~ {0} en las

desigualdades (7 9) obtenemos

2(p—2* p=2
‘Q 2%p P SQ

y, pasando al limite cuando p — 2*, obtenemos

S < hménfS <limsup S, < QPPN S, < 0.
p—2* p—2*

Probaremos a continuacién que lim,_« S, = S.
Argumentando por contradiccién, supongamos que existe € > 0 tal que S + ¢ <
limsup,, .o« Sp. Sea u € Dy*(Q) ~ {0} tal que

~112
]

5
— < S+ -
|3 T3

Como la funcién p — [ul, es continua, existe ¢ € (2,27) tal que

~2 ~2
al™ [l c o
Wg W 5 p€lq,2").
2% p
Por tanto,
~12
ol oy
p <= p€lg,27),
|ul, p—2

lo cual es una contradiccién. En consecuencia, S = lim,_,o« Sp.

Un célculo sencillo muestra que ¢, = p2p2 (Sp)ﬁ . Por tanto,

¢ = lim ¢,
p—2*

Por otra parte, de la desigualdad (7.9) se sigue que
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y, pasando al limite, obtenemos

el el

lim = 5. (7.10)
p—2* (U p—2* U ‘2
pl2* Pip
_ p2 2 . , 2 . .
Dado que ¢, = 5= [[up[|”, se tiene que lim, - [Ju,|” = Ne,. De la existencia de este
tltimo limite y la identidad (7.10) se sigue que limy,_o- |u,|2 = lim,_o« [up[3.. En con-

secuencia lim, o« t, =1y
1f ~N . D~ 2 9 Y 2
fim J,(4,) = lim 5 lu,]|” = lim tc, = c.,

p—2* p—2* D p—2* p

como afirma el enunciado. =

Consideremos ahora el problema

(90) —Au = |u]? 2u,
Poo u € DY2(RN),
y denotemos por
1 o 1 o
Too() 1= 5l = o Jul:,

No i={u e DP?*RY) 1 u#0, [[u]* = |u

2*
>}

al funcional de energfa y la variedad de Nehari asociados al problema (o). Sea

Coo := Inf Joo(u). (7.11)

uENgg

Es sencillo comprobar que ¢, = %S N/Z_ Probaremos que este infimo sf se alcanza.

Lema 7.7 Siuj, — u débilmente en Dy*(S2), entonces

k—o0

lim / |uk|2*_2uk<p:/|u|2*_2u90 Vi € C(Q).
Q Q

Demostracion: Sea ¢ € C(Q2). Elegimos un dominio acotado U tal que sop(y) C
U C Q y un numero p € (2* — 1,2*). Por el teorema de Rellich-Kondrashov (Teorema
3.23), ur, — u fuertemente en LP(U). La funcién

U) — L75(U), v [,
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estd bien definida y es continua (ver Proposicién 4.7). En consecuencia,
2*—2 2* -2 .
lug|” " ur — |u|” Cu en L¥-1(U).

Usando la desigualdad de Holder concluimos que

A N N )|uk| ”u\m
Q Q

< |l

S

P
P p—(2¥-1)

2% —1

— 0 cuando k — oo,

como afirma el enunciado. m

Lema 7.8 Sea H:= {z € RY : 2y > 0}. Siu € DY?(RY) yu =0 c.d en RN \H,
entonces u € Dy (H).

Demostracion: Probaremos primero que gu € Dy”(H) para toda ¢ € C®(RYN).
Para ello, tomemos una sucesién de funciones p;, € C°(RY) tales que p;, > 0, sop(p;) C
{z € B%(O) N f . = 1. La convolucion py,  pu [14, Seccién 14. 3] satisface

prrypu € CE(RY),

1
sop(pg xpu) C {x e RY: :cN_2k

ai- (pr*pu) = pp* Di(pu) — D;(pu) cuando k — oo,

para cada i = 1,..., N. Por tanto, p, * pu € C>°(H) y p;, * pu — pu en DV*(RY). Esto
Y 1,2
implica que pu € Dy*(H).

Probaremos ahora que existe una sucesién ¢, € C°(RY) tal que p,u — u débilmente
en DV2(RY). Para ello elegimos x € C*°(RY) tal que x(z) = 1si |z| <1y x(z) =0 si
|z| > 2, y definimos ¢, (x) := x(¥). Sea ¢ € C°(RN). Si sop(¢)) C B,(0) entonces

/ Vipu) - Vip = [0 Vu - Vi +uVe, - V)| = Vu- Vi VEk > r.

B,(0) R"

Esto prueba que ¢, u — u débilmente en D%2(RY).
Como ¢,u € Dy*(H) y Dy (H) es débilmente cerrado en D'?(RY) concluimos que
u € Dy*(H), como afirma el enunciado. m
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Teorema 7.9 Sea p; € (2,2%) tal que pr — 2* y sea up € Ny, tal que Jp, (ur) = ¢p,.
Entonces, para una subsucesion de (ux) a la que denotaremos del mismo modo, existen
sucesiones ((;,) en Q y (ex) en (0,00), y una solucion no trivial w del problema (poo)
tales que

(i) e, dist(), 00) — 0o cuando k — oo,

2—N
%) Um |lup —wil| =0, donde wi(z) :=¢,2 w(=%%),
(i) Jim k
(117) Joo(W) = Coo-

Demostracion: Como la demostracién es larga, la subdividimos en varios pasos.

PAso 1: Sea t; € (0,00) tal que uy := truy, € N,. El Lema 7.6 asegura que t; — 1
y que () es una sucesiéon minimizante para J, sobre N,. El principio variacional de
Ekeland asegura entonces que existe una sucesion (vy) en N, tal que

Ji(v) = ¢, VJ,(vp) — 0 en Dy?(Q), |ur — vi]] — 0. (7.12)

g . Por tanto, (v;) estd acotada en Dy?*() vy,
pasando a una subsucesién, se tiene que v, — u débilmente en D (Q).

Probaremos primero que v = 0. Argumentando por contradiccién, supongamos que
u # 0. Por el Lema 7.7, para toda ¢ € C°(£2) se tiene que

swe = [ Vave- [ lu

= lim [ Vv, Vo— lim / oe]* 2 o = Him J.(vg) = 0.
k—o00 Q k—o0 Q k—o0

Observa que J,(vy) = % HUk”2 = % Uk

2% -2
uyp

Por tanto, u es solucién del problema (p2+) y, como u # 0, se cumple que u € N,. En
consecuencia,

1 1
e < Ju(u) = N Jul® < Hl?iglfﬁ l|vw|” = H,{Eglf J(vg) = ¢y

Esto prueba que J,(u) = ¢, lo que contradice a la Proposicién 7.2. Asi pues, u = 0.

PAso 2: Elegimos 6 € (0, §¢,). Para cada u;, consideramos la funcién @Q : [0, c0) —
R dada por
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Esta funcién es continua, no decreciente, y satisface que Qr(0) = 0y que Qx(r) = |vy 3

para toda r > %R donde R denota al didmetro de Q. Como |vy g — Ne, se tiene que,
para k suficientemente grande, existen ¢, € (0, %R) y ¢, € RY tales que

2 _ / ’Uk
Bsk (Ck)

Como § > 0, necesariamente dist((;, Q) < ex < 1R, asf que ((,) estd acotada.

- (7.13)

0= Qk(gk) = Sup / |Uk
z€RN J B, ()
PASO 3: Sea Q, := {2z € RY : g2 + ¢, € Q}. Para z € Q, definimos

N-2

wi(z) :=¢, % vp(enz + ().

Haciendo un cambio de variable, de la afirmacién (7.13) se obtiene

2 _ / |wk
B1(0)

Como ||wy|| = ||ve]], 1a sucesién (wy,) estd acotada en DV?(RY) y, para una subsucesion,
se tiene que wy — w débilmente en D?(RY), w;, — w fuertemente en L? (RY), y
wr — w c.d. en RV,

Y (7.14)

[ o
z€RN Bl(z)

Dada ¢ € C®(RY), definimos ¢, (z) := @(%) Se tiene entonces que [[p?wi|| =

|p2vk]| . En consecuencia (p3v) estd acotada en Dy?(Q) y, como V.J,(v;) — 0 en
Dé’Q(Q), se cumple que

2%

Vuwy, - V (p*wy) —/ o Jwy|” = /Wk-V(sDivk)—/@ﬂvk
Qp Q Q

= Ji(v) [@ive] = o(1). (7.15)

Q

Probaremos a continuacién que w # 0. Argumentando por contradiccién, supong-
amos que w = 0. Entonces wy — 0 en L2 (RY). Sea ¢ € C(B;(z)) con z € RY. Usando

loc

la identidad (7.15), la desigualdad de Holder, la identidad (7.14) y que § < %c* = %S N/Z
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obtenemos

IV (pwi)* = [ [V +wpVe|®
Qp Qp
2 2 2 2
= / 2 |Vwk| —f‘/ 2g0kawk-Vgo+/ wk|V(p|
Qp Q. Qp
— / Vwk-V(gpzwk) +o(1)
Qp
= [ Sl o)
Qp

= [ el o)
Bi (2)N€y,

2% 227* 2% 2%
< (/ - ) (/ |sowk|) o)
Bi(z) Qp

< §Ng / 1V (un) 2+ o(1)

*

< (%)M [ 19 (4o,

En consecuencia, ||¢wy|® = fﬂk IV (pwi)|* = o(1) y, como S |pwgls. < |lowg|?, con-

cluimos que |pwy|3. = o(1) para toda ¢ € C°(By(z)), z € RY. Esto implica que wy, — 0

en L2 (RY), lo cual contradice a la afirmacién (7.14). Queda asf demostrado que w # 0.

PASO 4: Sean ((},) y (ex) las sucesiones definidas en el Paso 2. Como estas sucesiones

estdn acotadas, pasando a una subsucesién, se cumple que ¢, — ¢ en RY y que g — ¢
N-2

en [0,00). Si e > 0 definimos v(z) := 5¥w(”%<) y Uk(z) := ¢, 2 v(exz + (). Entonces

|ox — w|| — 0y, como vy — 0 y wy, — w débilmente en DV?(RY), obtenemos que

0 = lim Vo, - Vo = lim Vuwy, - Vy,

k—o0 k—oo RN

RN
= lim / Vw -Vw+ lim [ Vg -V (0, —w) = |w||* # 0,
k—oo JpN k—oo JpN
una contradiccion. En consecuencia, €, — 0.
PASO 5: Sea
dy, = &, *dist (¢}, 09).

Pasando a una subsucesion se tiene que d — d € [0, 0o]. Denotemos por v¢ a la normal
unitaria en cada punto £ € 02, que apunta hacia el interior a 2. Como 0f) es suave y
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compacta existe ro > 0 tal que
Byy(E+1ove) CQ y  Bp(é—rove) CRYNQ V€ €00 (7.16)

Probaremos que, si d € [0,00), entonces existe un semiespacio H de R tal que w es
una solucién no trivial del problema

—Au = |u* "2, u € Dy*(H) (7.17)

y que, si d = 0o, entonces w es una solucién no trivial del problema
—Au = |u* "u, u € DYA(RY). (7.18)

Supongamos primero que d € [0,00). Entonces, como ¢, — 0, se cumple que
dist({,, 02) — 0. Por tanto, ¢ € 02 y, para k suficientemente grande, existe un tinico
&, € 09 tal que |(), — &, = dist((, 092). Hay dos posibilidades:

(i) Una subsucesion de (¢;,) estd en Q. En este caso, (, — &, = diepg,, y la imagen
r—Cg

bajo la tranformacién x +— . del semiespacio que contiene a §, + v¢, cuya frontera
es el espacio tangente a 02 en el punto ¢, es el semiespacio

Hy = {z € RY 1y, - 2 > —dy}.

Definimos
H:={zeR" :v;- 2> —d}.
Es sencillo comprobar que, para cualquier subconjunto compacto X de RV, existe ky €

N tal que
siXCH entonces X C () Vk > ko,

siX cRYH entonces X C RN ~ Q. VEk > k.

En efecto, si X es compacto y X C H, existe r > 0 tal que X estd contenido en la
bola Bdﬁr(rl/gk) de radio d; + r tangente a JHj en el punto —d,ve, = fk L para k
suficientemente grande. La transformacién z +— e,z + (, aplica a Bdﬁr(rl/gk) en la
bola B., (g,+r) (&), + €x(di + 1r)ve,) de radio e(dy, + 7) tangente a 0 en . Para k
suficientemente grande, e (dy, + r) < 1. Por tanto,

Be, (d+r) (& Fer(dr + 1)) C Bro(&y +1ove) CQ

¥, en consecuencia, X C By, 4,(rve, ) C Q. Procediendo de manera andloga, se demues-
tra que, si X C RY ~ H, entonces X C RY \ Q) para k suficientemente grande.

(i) Una subsucesion de ((,) estd en RY \ Q. En este caso, ¢, — &, = —dkepve,, y
T—Cg

la imagen bajo la tranformacién x +— del semiespacio que contiene a §; +v¢, cuya
frontera es el espacio tangente a Jf) en el punto &, es el semiespacio

HkZZ{ZGRNil/fk'Z>dk}.
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Definimos
H:={:eR": v 2>d}.

Argumentando como antes se prueba que, si X es un subconjunto compacto de R,
existe ko € N tal que

si X CH entonces X C €, Vk > ko,
si X c RV H entonces X C RN Q. Vk > k.

Asi pues, en ambos casos se tiene que, si z € RY ~ H, entonces z € RN ~ Q para

k > ko. Como wy(z) = 0 para z € RY \ Q, y w, — w c.d. en RY, concluimos que

w =0 c.d. en RY \ H. El Lema 7.8 asegura entonces que w € Dy (H). Se tiene ademds

que, si ¢ € C°(H), entonces sop(p) C Qx para k suficientemente grande. Asi que, si
N

definimos ¢, (x) := gk_Tgo(a,;l(x — (), entonces ¢, € CX(Q) y (¢;) estd acotada en
Dy*(Q). Como V.J,(v) — 0 en Dy*(Q) y wy, — w débilmente en DV?(RY), tomando
el lfmite de la identidad

Vuwy, - VSD_/ wi” " wpp = / Vg, - Vo _/ loe* 2 ver = (k)
Qp Qp Q Q

cuando k — oo, concluimos que
Vw-Vgo—/ |w|2*72w<,0:0 Vo € C*(H).
RN RN

Esto prueba que w es una solucién no trivial del problema (7.17).

Supongamos ahora que d = oo. Entonces, para cualquier r > 1, se cumple que
dist((y, 0Q) > (r + 1) e, para k > ko. En el Paso 2 vimos que dist(¢,,Q) < e, < i R.
Por tanto, ¢}, € Qy B.,.((;) C Q para k > kq. De esta iltima afirmacién se sigue que,
si p € C®(RY), entonces sop(¢) C §2, para k suficientemente grande y, argumentando
como en el parrafo anterior, concluimos que

Vw-Vgp—/ w* 2w =0 VpeC®RY),
RN RN

es decir, w es una solucién no trivial del problema (7.18).
PAso 6: En cualquier caso, w € N. Asf que, como w;, — w débilmente en DV2(RY),
usando el Lema 6.32 obtenemos

1 1 1
o < 3 ol < < ol + Jim s — ] (7.19)

= 1fm = ful? = lim ol = e =
= i gy el = fi g el = e = e
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Esto implica que Jo(w) = & |wl]|* = €. Pero la Proposicién 7.2 asegura que el proble-
ma (7.17) no tiene una solucién no trivial de energfa minima. Asi que, necesariamente,
d = 00 y w es una solucién no trivial del problema (7.18). De la identidad (7.19) se

sigue ademads que
2
2—2N .= Ck
vp—€&,° w| —
€k

0= lim ||wy —w|® = lfm = lim [Jux —w, |,
k—o0 k—o0 k—oco

como afirma el teorema. ®

Destacamos la siguiente consecuencia del teorema anterior.

Teorema 7.10 El problema

—Au = |u|* ~2u,
o) { e

u € DY2(RY),

tiene una solucion w, positiva y radialmente simétrica con respecto al origen, tal que
Joo(W) = Coo-

Demostracion: La demostracion de la simetria y la positividad es idéntica a la del
caso subcritico. m

7.3.2. La burbuja estandar

Aubin y Talenti [1, ?] dieron una férmula explicita para las soluciones de energia
minima del problema (p,,). Probaron que éstas son precisamente las translaciones y
dilataciones de la funcién

N-—-2
1 2 N-2
U(z) :=ay (—2) , ay = (N(N —2)) 7,

1+ |z
es decir, son las funciones
N-—-2

U.,(z) < c ) >0, ycRY
ey\l)=aN |\ —————3 ) y Y )

’ &2+ |o —yf*

que reciben el nombre de burbujas estdndar. Veremos que, en efecto, estos son los
minimos de J,, en NV (R"). Empecemos probando el siguiente resultado.
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Lema 7.11 Sea u € C*(RY) una funcién positiva y radialmente simétrica con respecto
al origen, es decir, u(x) = v(|z|). Entonces u es solucion del problema (po) si y sélo
siv € C?[0,00) es solucién del problema

{#) =R >0 (7.20)
v(0) = u(0), %£(0)=0.

Demostracion: La demostracion se obtiene facilmente mediante un cédlculo directo.

Teorema 7.12 La burbuja estdndar

N-2

Ula) = ay (#) T av=(N(V—2)

1+ |x|2

N-2
4
Y

es, salvo translacion, dilatacion y signo, el inico minimo de Jo en Ny.

Demostracion: Sea u € N, un minimo de J,. Resultados de la regularidad ase-
guran que u € C2(RY). Sin perder generalidad, podemos suponer que u es positiva y
radialmente simétrica respecto al origen.

Sea ¢ > 0 y sea U, la e-dilatacién de U, es decir,

N-2
o= (55)
r)=ay | — :
: e2 + |z|?
Escojamos ¢ de modo que U.(0) = aye 2z = u(0). Un célculo sencillo permite demostrar
que la funcién
N-2

o(r) = ay (ﬁ) N

satisface (7.20). Asi pues, dado que u y U, satisfacen (7.20) con las mismas condiciones
iniciales, concluimos que u = U,. =

7.4. El problema de Brezis-Nirenberg

Consideremos ahora el problema

2*—2

(03) —Au+ M= |[u]” " u,
2 u e DyA(Q),
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donde 2 C RY es abierto y acotado, N > 3, y A € (—A1,00), donde A\; = A(R2) es el
primer valor propio de —A en D{?(Q) = HL(Q).
Recuerda que, para A € (—\;, 00),

fulli= ([ (vl + w))m

es una norma equivalente a la norma de Dy*(Q) (Proposicién 3.21). Por tanto, las
soluciones no triviales del problema (p,) son los puntos criticos de la restriccién del

funcional 1

2

L
2+

J,\(u) =

) —
a la variedad de Nehari

Ny = {u € Dg*(Q) su# 0, Jlully = |ul3.}.

Denotemos por

, I o~y , ||U||?\
cy:=1infJ, = =5 Sy:= iInf
MTNTY weDy (@) Juls.
u7#0

Demostramos que, si A = 0, este infimo no se alcanza. Brezis y Nirenberg [12] probaron
que,si N >4y X € (—Ap,0), el infimo ¢, siempre se alcanza. El objetivo de esta seccién
es probar dicho resultado. Empezaremos demostrando el siguiente resultado.

Proposicién 7.13 Si A € (—\1,0] se tiene que
(CL) S)\ S S.

(b) Si Sy < S, entonces Jy alcanza su minimo en N.

Demostracion: (a) Observa que, para A € (—Ay, 0],

Jull2 = / (IVaf? + M?) < / Vuf = ul>  Vue DEAQ).

En consecuencia, S, < S.
(b) Supongamos que Sy < S. Sea (u,) una sucesién en Dy (Q) tal que |uy
[u||5 — Sx. Como (uy) estd acotada en Dy?(Q) una subsucesién satisface

=1y

u, — u débilmente en Di*(Q),
up — u fuertemente en L*(Q),

up(x) — wu(z) cd. enQ,
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En particular, se cumple que
lim |Jug — uf} = lm [Jugp — wf® + X lm g — ufs = HmJluy, —ul]?.
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0
Afirmamos que u # 0 pues, de lo contrario, la identidad anterior implica que
Sy = lm |Jug | = lm |Jug|* > S
k—o0 k—o0

y, en consecuencia Sy = S, lo que contradice nuestra hipétesis.
Aplicando los Lemas 6.32 y 6.34 y el Ejercicio 6.35 obtenemos que

o 2/2*
S)\ = S)\ (h’m |uk 2*)
k—o0
* * 2/2*

= S (h'm |y, — ul3 +|u§*>
k—o0

< Si <h’m |ug, — 3 +|u§>
k—oo

<l (g — [} + [ful}

k—o0

i [lu]2 = .
Como u # 0, concluimos (Ejercicio 6.35) que

2*
ox — O

lim |u, — u
k—o0

9+ = 1y, como u; — u débilmente en Dé’z(Q), se tiene que

Por tanto, |u

2
[[ully

2
2%

Sy <
lu

2 2
= [lully < I JJug[[y = Sx.

i
k—o0

-l
Es decir, e = Sy m

2%

En virtud de la proposicién anterior, para demostrar la existencia de una solucién

de energia minima del problema (p,) bastara probar que existe u € Dgy*(€2) con u # 0
[[u

2
tal que \UI!A < §. Usaremos como modelo a la burbuja estdandar,
2*
N—-2
( ) < € >2 0
Ucxr)=ay | —————= , e > 0.
) e + |af?

Dado que ésta no tiene soporte en {2 procederemos a multiplicarla por una funcién
de corte. Sin perder generalidad, podemos suponer que 0 € ). Sea R > 0 tal que
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Bsr(0) C Q. Fijemos una funcién ¢ € C*(R") tal que 0 < p(x) < 1 para todo z € RY,
o(x)=1si|z| < Ry p(x) =0si|z| > 2R. Para cada ¢ > 0 consideremos la funcién

Ue 1= ¢U8 (721)

Notacién 7.14 Denotaremos por O(e%) a una funcion (que depende de € ) tal que eziste
una constante C' > 0 (independiente de €) que cumple

e 0| < C Ve suficientemente pequeno.

Lema 7.15 Se tienen las siguientes estimaciones:

/ Vu > = SN2 4 0(eN72), (7.22)
Q

8
Q

/ P > Ce? + 0(eN2) si N >5,
o = |Ce|nel+0(e?) si N=4.

7 = GV Oo@EN), (7.23)

(7.24)

Demostracion: Como U es solucién de energia minima del problema (o), se tiene

que
/ VU.|* = V2 = / U
RN RN

N2 1\
VU.(x) = —an(N —2)e 2 | ——— T.
()= —ax(¥ =25 ()

2%

Observa que

Se tiene entonces que

[1vup = [ 1090+ (Vo
Q RN

_ / SVU.J 42 / SU(VU. - Vi) + / (V)22
RN RN

RN

- / VUL - / (1- P)VUP +2 / SU(VU. - Vo) + / Vo2 U?
RN RN RN RN
SN/2+O(5N’2),

ya que

B IR
[a-avup - [ a5t kP
RN l2|>R €2+ |z|

< C’eN_Q/ 2| 2V dz < oo,
|z|>R
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1 N-1
/ oU. (VU -Vy) = C£N2/ (ﬁ) (x- Vo) dz
RN R<|z|<2r \ €% + |7

- —2N+3
< ceV 2/ 2|72 da,
R<|z|<2R

1 N—2
/ |Vg0|2U€2 = CeN_Q/ ]Vg0|2 (—2) dx
RN R<|z|<2R g2 + |x|

_ —2N+4
< OV 2/ 2|7 d,
R<|z|<2R

donde C' denota a distintas constantes positivas. Esto prueba (7.22).

Q

= SN/2+O( )

N
[a=eur = e [ a- () w
RN lz|>R e2 + |x|

< CEN/ 2| 2N da.
|z|>R

2*

ya que

Esto demuestra (7.23).
Finalmente,

2 2 2
Jp = [ v
Q lo|<R R<|z|<2R
/ I / Uz
lz|<R lz|<e e<|z|<R

1 N-2 e N—-2
C / <—> dr + / ( ) dx
[ |z|<e 2e e<|z|<R 2|ZE|2

R
= C€2+C’€N_2/ r~ N3 gy
€

A%

A%

y, dado que

/R _N+3d T 4<R N+4 —¢ N+4) si N 2 5’
r r=
c InR—1Ine si N =4,
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concluimos que

/ f? > Ce?+0(eN"%)  si N >5,
o | Ce|nel+0(e?) si N =4.

Esta es justamente la estimacién (7.24). m

Teorema 7.16 (Brezis-Nirenberg 1983) Si N >4 y A € (—A1,0) entonces el prob-
lema (?7?) tiene una solucion de energia minima.

Demostracion: Por la Proposicién 7.13 basta probar que, para ¢ > 0 suficientemente
pequena, se cumple que
2
eI

—a < S,
|u€

2
2*
donde u. es la funcién definida en (7.21). En lo sucesivo C,C; denotan constantes
positivas.

Consideremos primero el caso N > 5. Como A < 0, se sigue de (7.22), (7.23) y (7.24)
que

Jucll; < SN2 4ACE2 4+ 0N,
2 = (SN2 o) > (SN2 - M) > o

|

para € > ( suficientemente pequena. Por tanto,

luclly SN2+ ACE +O(EN?)
BT (SN2 Ny
SN2 — C1eN + NCe? + O(eN2)
(SN/2 — Clgzv)?/?*
(Ve ClgN)2/N N ACe? + O(eV72)

Cs
S S + ()\03 + O4€N_4) 52.

|ue

Como A < 0y N > 5, para ¢ > 0 suficientemente pequenia se tiene que A\C5 +Cye™ ~* <

0. Por tanto,

2
bth
€

2
2*

como querfamos probar.
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Si N = 4, argumentando como antes obtenemos que, para £ > 0 suficientemente
pequena,
lJue |2 52 + \Ce?|Ine| 4 O(£?)
(52 — Cet)?’
= S+ (\Cs|lne| + Cy) €2

|, |3

Como ACj3|lne| + Cy < 0 para ¢ > 0 suficientemente pequena, concluimos que

|ue

< S.

2
2*

Esto concluye la demostracién. m

7.5. Representacion de sucesiones de Palais-Smale
Probaremos el siguiente resultado.
Teorema 7.17 Sea (u;) una sucesion en Dy*(Q) tal que
In(ug) — ¢ y  Vdy(u) — 0.

Entonces, pasando a una subsucesion, existen una solucion (posiblemente trivial) u del

problema (px), m sucesiones (Cy ), - -, (Cpp) €n Q, m sucesiones (€1x), - ., (Emk) en
(0,00), y m soluciones no triviales Uy, ..., uy, del problema (poo), con las siguientes
propiedades:

(1) aglidist(gk, o) — oo cuando k — oo;

(i) Jim,

5k - —Cik
7 > 0 -
Uk—U—Z ik Uz( " ) =0,

=1

(iii) Ta(u) + 3 (@) = c.

i=1

Antes de demostrar el teorema anterior, demostremos una consecuencia importante

de él.

Corolario 7.18 FEl funcional J, : N, — R satisface la condicién de Palais-Smale en
(Cey 2¢4).
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Demostracion: ..... ]

Lema 7.19 Sea (u;) una sucesion en DY2(RY) tal que up — u débilmente en DV2(RYN)
con u € L2 (RY). Entonces

’UIJQ*_Q wp — up — U\z*_2 (ue —u) — ’U\2*_2 u en (D“*(RY)),

es decir,

< o(1) [Jv]]

2* -2 22 22
lug|” 7 ugv — |ug, — ul (ug —w)v — |u|” “uv
RN

para todo v € DY2(RY), donde o(1) denota a una funcion que tiende a 0 cuando k — oo.

Demostracion: Denotemos por h(v) := |v|* ?v. Aplicando el teorema del valor
medio a la funcién ¢ — h(v — tu) obtenemos que existe ¢t € (0, 1) tal que

hv) = h( =) = h()| < [h() = h(—w)| + |h@)]
(2 = 1) o — tul"  ful + |uf* 2 [ul
< (@ =1 (ol + [ul)® 7 ful + [ul* 7 |ul
< C(|v2*—2+|uy2*—2> . (7.25)

Aqui, y en lo sucesivo, C' denota a una constante positiva, no necesariamente la misma.
Sea ¢ > 0. Aplicando las desigualdades de Holder y Sobolev, se tiene que

/|>R (h(ug)o — b (g — u) v — h(u)o)

< /| ) =B =]+ / ot

lz|=R

<C [ (7 ) o
[z|>R

<0 (s ) ([ ) o
|z]>R
<cC (/ yu|) ol < S0l Vo e DRRY). (7.26)
>R 2

para algin R > 0 suficientemente grande.
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Sea M := max|;<p |u(z)|. De la desigualdad (7.25) se sigue que

[h(v) = h(v = u) = h(u)|

IN

O (ol 42
C <|v|2*72 + 1) .

IN

Asi que, tomando p := %2*, la Proposicion asegura que el operador de Nemytskii
L(B,(0)) — L*3(B,(0)), v+ h(v) = h(v — u) — h(u),

es continuo. Como p € [1,2*), el teorema de Rellich-Kondrashov asegura que u; —
u fuertemente en LP(B,(0)) y, en consecuencia, h(uy) — h(ugy — u) — h(u) — 0 en
L2N5(B,(0)). Aplicando de nuevo las desigualdades de Holder y Sobolev se tiene que,
para k suficientemente grande,

‘/MSR (A(ur)v = h (ux —u) v — h(u)v)

< [h(uy) — h(uy —u) — h(u)|2N/5 |U|2N/(2N—5)
< C'lh(ug) — hug — w) — h(w)|yns (]|

< g o] Yo e DY(RY). (7.27)

De las desigualdades (7.26) y (7.27) se sigue que, para k suficientemente grande,

/RN (h(ux)o — h (s — ) v — h(ww)| < e [ol]  ¥o € D2RY),

como afirma el enunciado. =

Como antes, denotamos a Jy, la energia del problema (), por J..

Proposicién 7.20 Sea (v;) una sucesion en Dy”(Q) tal que v, — 0 débilmente en
1,2
DO (Q)u
Ji(vg) = ¢>0 Y VJ.(vg) — 0.
Entonces, pasando a una subsucesion, existen una sucesion (¢;,) en 2, una sucesion (ex)
en (0,00), una solucion no trivial w del problema (pso) y una sucesion (vy,) en Dy*(9)
con las siguientes propiedades:

(i) e, dist(Cy, 02) — 0o cuando k — oo;

_ 2-N ¢
Vg — Uy — €4 ° w( Ekk>H:0;

W,
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(iii) Ty — 0 débilmente en Dy*(R), J.(Tp) — ¢ — Joo(w) y VJ.(Tp) — 0.

Demostracion: Copiando la demostracién del Teorema 7.9 a partir del Paso 2 y

hasta el Paso 5, reemplazando tinicamente a ¢, por ¢, concluimos que existen sucesiones
N—-2

(¢,) en RY y (g4) en (0, 00) tales que, si definimos wy(2) := €, 2 vg(exz + (), entonces
wp =~ w#0 débilmente en D?(R")
y se cumple que, o bien 5,;1dist(g“ k, 0Q) — d € [0,00) y w es solucion del problema

—Au = |u* "2u, u € Dy*(H)

en un semiespacio H de RY, o bien 5,:1dist((‘ gy 02) — 00, (), € 2, y w es solucién del
problema
(Poo) = Au=[u"u,  uwe DYRY).

Pero la primera opcién es imposible, ya que el problema no tiene solucién no trivial en
H (Tarea 10). Asi que la segunda opcion es la que, necesariamente, se cumple.

Vamos ahora a definir la sucesién ;. Elegimos una funciéon y € C*(R¥) tal que
0<x(z)<1,x(z)=1si|z| <1y x(x)=0si]|z| > 2,y definimos

() = vg(z) — s:TNw (35—_@9) X («75—_(1@) : con 1 1= %dist((k,aﬂ).

€k Tk

Entonces, si denotamos por ¢, (z) :=1 — x (%) , se tiene que

vk—ﬁk—&j%kw (— 5; Ck) E;Tkw (— 6; <k) {I—X(—. 7; gk)]

_ 2 2 2 2
= vtz ([ utivel s [ ool

2
2 €k
C / |Vwl| +<—>/ w?
|2 > 2k Tk Tk <o)< Xk
€k €k €k

donde, aqui y en lo sucesivo, C' denota a una constante positiva, no necesariamente
la misma. (Observa que w no estd en L2(RY), pero sf estd en L2 (RY)). Como ==

loc
e dist (¢, Q) — oo y w € DV3(RY) se tiene que

2 2

IN

/ IVw|> = 0. (7.29)
|22 22
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Por otra parte, usando la desigualdad de Holder obtenemos

2 2
(g_k> / o s (gl)
% Lk§|z|§2Lk - Tk

€k €k

La afirmacién (ii) se sigue de (7.28), (7.29) y (7.30).
Puesto que vy — 0 débilmente en Dy?(Q), de la definicién de 7, se sigue inmediata-

mente que v, — 0 débilmente en Dé’Z(Q). Por otra parte, como wj, — w débilmente en
DY(RY), usando (ii) obtenemos

2 2 2 2
lorll™ = llwll™ = lwx = wl” + [w]l” + o(1)

2
ok - =Gk
Vg — &, w| —=
Ek

+[lwl® +o(1)
= Nl + llwl® + o(1),

donde o(1) denota a una funcién que tiende a 0 cuando k& — oco. Andlogamente, usando
el lema de Brezis-Lieb, la afirmacién (ii) y la desigualdad de Sobolev, obtenemos

[okl3e = Jwele = [wr — wl5e + w5 + o(1)
2*
2-k - .
= fom e (28| o
Ek o
= [ol5. + |wl5- + o(1).

En consecuencia,
c= lim J,(v) = kh’m J(U) + Joo (w).

k—o0

Un argumento andlogo, usando el Lema 7.19, demuestra que

0= lim VJ,(v;) = lim VJ,(3;) + Vs (w) = Uim V.J,(%).

k—o0 k—o0 k—oo

Esto concluye la demostracién. m

Demostracién del Teorema 7.17: Observa primero que, si (1) es una sucesién
en Dy (Q) tal que
J,\(uk) — C y VJ)\@L]{) — 0,
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entonces, como

2

N3 lunl} = 27 JIa(ur) = J3(u)ur < C +0(1) [Jurl ,

se tiene que (uy) estd acotada en Dy”(Q). En consecuencia, ¢ > 0. Si ¢ = 0 entonces

uy — 0 fuertemente en Dé’Q(Q) y la afirmacion del teorema se cumple. Si ¢ # 0, pasando
. . 1 1,2

a una subsucesion, se tiene que u,, — u débilmente en Dy (Q2), u,, — u fuertemente en

L*(Q), y u, — u c.d. en Q. Usando el Lema 7.7 obtenemos que, para toda ¢ € C°(Q),

2*—2

Urp

N(up)p = /Q(Vuk -V + Augp) — /Q |u
— [ (Tu Vet dug) - [ P up = K
Q Q

y, como J3 (ug)p — 0, se tiene que u es solucién de (py).
Definimos v} := uy — u. Como v — 0 fuertemente en L*((2),

g3 = |Joi]|* + Ilull} + o(1),

y usando el lema de Brezis-Lieb obtenemos

I(ur) = —||Uk||§—

ulye +o(1)

|| 15— *\

= 3 H ul -5
= J*(Uk:) + JA( )+ 0(1)-
De modo que,
J.(v}) — c— Jy(u) =: c.
Del Lema 7.19 se sigue ademds que

o(l) =

g — |ug — u|2*72 (up —u) — |u|2 2u

T (ur) = Ji(vg) = Jy(u) +o(1)
= —Ji(n)+o(l) en (DY*RY)),

es decir,
VJ.(v}) — 0.

Si ¢! = 0, entonces

Sy

N o Jor||” = 2* T (o) = J'(vp)vy = o(1),
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. 1.2 ., . . .
es decir, uy — u fuertemente en Dy “(Q2) y la demostracién termina. Si, por el contrario,
ct # 0, aplicamos la Proposicién 7.20 a (v}). La conclusién del teorema se obtiene
aplicando esta proposicién un nimero finito de veces. m

7.6. El problema de Bahri-Coron

7.6.1. El baricentro
Definicién 7.21 Si Q es un dominio acotado y u € L? (Q) \ {0}, definimos el bari-

centro de u como .
o lu(z)|” dz

fuly
2*

/Qxyu(x)ﬁ* dr = (/Qxl u(z)* dx,...,/QxN (@) dx) e RY.

Observa que, como {2 es acotado, las proyecciones x; : 2 — R estdn en L*((2), asf
que las integrales son finitas.

Blu) :

donde

Lema 7.22 Sean Q un dominio acotado yu € L* () ~ {0}.

(a) fz ¢ GJ\I{RN Y uc € L;*(QC) N {0} es la funcion uc(z) == u(z — (), donde U, :=
z€RY : 2z —( € Q}, entonces

Blug) = Bu) +¢.

(b) Si S satisface que x € Q si y sdlo si —x € Q, y u(x) = u(—=x) para todo x € Q,
entonces B(u) = 0.

(c) B(tu) = B(u) para todot € R~ {0}.

Demostracion: (a) Haciendo el cambio de variable x = z — ( obtenemos

Jo 2l = QF dz o+ Q) fu(@)* do

Blu¢) = 5 - = B(u) + .
Jucly Juf5
(b) Haciendo el cambio de variable z = —y obtenemos
Jozlu@)” dz _ — [oyluly)” dy
Blu) = = w 2 = . ™ 2 = —B(u).
2+ 2+
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En consecuencia, 5(u) = 0.
(c) es inmediata. m

Lema 7.23 La funcion baricentro 3 : L* () ~ {0} — RY es continua.

Demostracion: Sean ug,u € L? () ~ {0} tales que up — u en L? (Q). Entonces
existe g € L? (Q) tal que, pasando a una subsucesion,

up(z) —u(z) y  |w(@) <glx)  petoz e

ver [14, Teorema 14.28]. Por el teorema de convergencia dominada se tiene que

o (o

En consecuencia,

21 da = o(1).

" Ju(@)*) da

<C [ [l = futa)

_Jorlu@ de fyelu@)” d

6(”]6) 2% o - /B(U)
|uk; 9% |u 2%
Esto prueba que S es continua. m
Como antes, denotamos por
1 2 1 2*
Ty = 3l = o Jul:

N, = {ue DEAQ) a0, ull’ = [ufZ},

Cy 1= %f S

Proposicién 7.24 La funcion baricentro 3 : N, — R es continua y, dada d > 0, ewiste
0 > 0 tal que
dist(8(u), Q) <d  Yue N, con J.(u) < c, +9.

Demostracion: La primera afirmacion es consecuencia del lema anterior y la de-
sigualdad de Sobolev.

Para probar la segunda afirmacién, argumentando por contradiccién, supongamos
que existen do > 0y vy € N, con J,(vg) < ¢ + % tal que

dist(8(vr), Q) > do. (7.31)
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Por el principio variacional de Ekeland, podemos suponer sin perder generalidad que
VJ.(vx) — 0. Como, salvo dilataciones y traslaciones, la burbuja estdndar es la unica
solucién de energia minima del problema (g ), el Teorema 7.17 asegura que existen
sucesiones ((;) en 2y () en (0,00) tales que e, — 0y

lim ||vx — U, .|| =0, (7.32)

k—o0

donde

N—-2

2
Ek
U. r)=aN | ——> .
5k:<k( ) (5% + |fL' o Ck|2)

Elegimos ¢ € C*®°(RY) tal que 0 < ¢(z) < 1 para todo x € RN, p(x) = 1si|z| <1y
o(x) = 0si |z| > 2, y definimos

ur(®) 7= @& = (Usc, (7).

El soporte de esta funcién estd contenido en Q = {z € RY :dist(z, Q) < 2}, que es
acotado, asi que [(uy) estd bien definido, y del Lema 7.22 se sigue que [(uy) = (.

Observa ademés que, como €, — 0,
. N
U, | = afof]cV/ -9 | 5| @
|z|>1 er + 7|

2% *
ox / (1 - 90)2
RN

< CekN/ 2| 2N dz — 0.
|z|>1

|U€k,Ck - Uk

Asi que

3 =SVt o(1) = Jul3. (7.33)

|
y de (7.32) se sigue que

2*
5+ — 0.

|Uk — Vg
Por otra parte,

*

18(ve) — B(ug)] = dz Jar \Uk(w)| dz

Jo @ lvow(@)?

Jar (1@ = Ju@)*) do| | (1l ) S lun() [ da
< - 4 .
‘Uk 9% |Uk 9% | Uk |ox
Jaz (Jve(@)]” — |ug(z) ) dz 22t
— ( o ) + 2 o* L B(uk) . (734)
|Uk o *
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Como [B(ug) = ¢, v (¢;) estd acotada, se sigue de (7.33) que

2%

2*6(Uk>‘ — 0. (7.35)

Vg,
9%
2*

2*
2

|up,

vk

El Lema 6.33 asegura que, dada n > 0 existe C,, > 0 tal que

2%

b~ [af"| S plaf* +Cylb—af*  VabeR

De modo que

J

para k suficientemente grande. En consecuencia,

2+ Cy lug — vploe < (SN2 4+ 1)

7~ (@)l | dw < 0l

vk ()

— 0. (7.36)

De (7.34), (7.35) y (7.36) se sigue que

dist(B(vx), ) < 18(vk) — ¢l = 18(vr) — Blur)| — 0,

lo que contradice a (7.31). m

7.6.2. Soluciones en dominios anulares

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 7.25 (Coron, 1984) Sea Q) un dominio acotado en RY, N > 3, tal que
a,b € (0,00) tales que

0¢Q y Q2 {zcRY:a<|z|<b}

con a,b € (0,00). Si § es suficientemente grande entonces el problema

() —Au = |[u]* ",
" Lwengt@),

tiene una solucion positiva.
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El problema (p.) en Q es equivalente al problema (p,) en AQ := {z e RV : £ € O},

es decir, u es solucién de (p.) en €2 si y sélo si AT (5) es solucién de (p.) en AQ.
Asi que, tomando A\? = ab, podemos suponer sin perder generalidad que

1
0¢Q y QD{xERN:E<|x|<4R}::AR.

con R € (0,00).

Elegimos ¢ € C2(RY) tal que ¢(z) = 1si 1 < |z] <2y p(x) =0si|z] < 5
|z| > 4. Dado R € (0, 00), definimos
¢(Rx) si 0< |z < 4,
op(z):=< 1 si + < |z| <R,
p(g) st R<|z]

Nota que
(1) = 0 s 0<|o|<—= ol >4R
op(z) = si 0< 2| < 5 o o] 2 4R,
1
=1 i — < < 2R.
vr(7) si o <ol <2R
Parar € [0,1) y ¢ € S := {z € RY : |z| = 1}, definimos
U (2) = @R(@) Ui, rc(@),

donde

—2

Uinrc)@) o ()

|1—r|2—i—|x—r§]2

es la burbuja estandar. Nota que sop(u/},) C Ag.
Lema 7.26 limp_, HufC — Ul_mg” = 0, uniformemente enr € [0,1) y ¢ € SV.

Demostracion: En lo sucesivo, C' denota a alguna constante positiva, no necesaria-
mente la misma.

2
[ufle = Urrncl|” < C | (1= 0p)* [VULrnc|* + C/ Vorl? U,
RN RN

c/ wmqﬁf+0/ VU, el
FEES |2|>4R

1

+CR? / Ui e +C—

L <lel<5k ’ R?

IN

2
le—r7 r¢*
2R<|z|<4R
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Un célculo sencillo prueba que cada una de las tltimas cuatro integrales tiende a 0
cuando R — oo, uniformemente en r € [0,1) y ¢ € S¥. TAREA. =

Corolario 7.27 Dado c € (c,,2c.) existe R € (0,00) tal que u,¢(z) == uff (x) satisface

2
|||5—C|2| < (NN <22Ng  yrelo,1), v¢es.
¢ l2*

Demostracion: Observa que ¢ € (c,,2¢,) si y sélosi ¢ := (Nc)¥N € (S, 22/VS). Por
el lema anterior, para R suficientemente grande,

Hufﬁ‘f < (HUlﬂ?TCH + Hufﬁ — UlTvTCH)QQ _ HUl—T,T"C!z + (/C\_ S) =7
2% (‘Ulfrﬂ“( ) |U17T’T<

R
Urg z

R —
2 = [ = Uincl,,

para cualesquiera r € [0,1), ( € SV. m

Lema 7.28 Se cumple que

2
o

=S y limB(u.c)=¢, wuniformemente en ¢ € SV.
r—1 ‘UT:C r—1

2
2*

Demostracion: TAREA. m

Demostracién del Teorema 7.25: Fijemos ¢ € (c.,2¢,) y definamos u, ()
como en el Corolario 7.27. Sea t,.. € (0,00) tal que v, ¢ := t, cu, € N,. Entonces

el L (e P\
tT,C = ne oF y J*<UT,C) - N s o* S C
|t |5 |t |5

Para d := dist(0, 2) elegimos § € (0, ¢ — ¢,) como en la Proposicién 7.24, es decir,

dist(B(u), Q) <d  Yu € N con Ji(u) < ¢, + 9. (7.37)

De los Lemas 7.28 y 7.22(c) se sigue que existe 79 € (0, 1) tal que

1
Je(Vrgc) < €+ 0 y 18V c) — €| < 1 (7.38)
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Sea B,,(0) := {z € RN : |z| < 7y}. Si escribimos a los puntos de B,,(0) como z = 7(
con 1 € [0,70] ¥ |C| = ro, se tiene que la funcién

a: B, (0) = N, a(z) == v,
estd bien definida, es continua y cumple que

Is VJZ' € Em (0)7
LW@DS{Cﬁw Vi € 9B,,(0).

Para a € R, denotemos por
J¢i={ue N, : J.(u) <a}.

Argumentando por contradiccién, supongamos que J, : N, — R no tiene ningiin valor
critico en el intervalo [c, + 9, ¢]. Del Corolario 7.18 y el ... se sigue que existe una funcién
continua

0:J¢— Joto

tal que o(u) = u si u € J&T9. Considera la funcién ¢ : B,,(0) — dB,,(0) dada por

(Boooa)(x)
[(Bogoa)(x)|

Observa que, como (¢ o ) (x) € J&*° la afirmacién (7.37) asegura que (8o g o a) () #
0, asf que ¢ estd bien definida. Cumple ademés que

(Boa)(x)
(60 a)(z)]

Ahora bien, si = ro(, la afirmacién (7.38) asegura que |(8 o a) (ro¢) — (| < 3. Por

tanto, (1 — ) [(8 o «) (roC)] + s¢ # 0 para todo s € [0,1]. En consecuencia, la funcién

o(x) :==rg

o(x) =1 Va € OB,,(0).

®:[0,1] x 9B,,(0) — 9B,,(0)

(I)(S,T’()C) . (1 - S) [( (

Boa)(rQ)] + ¢
(1 =s)[(Boa)(

)]+ ¢

estd bien definida y es una homotopfa entre ¢ | dB,,(0) y la identidad de 9B,,(0), lo
cual es una contradiccién. Concluimos que J, : N, — R tiene ningtin valor critico en el
intervalo [c, + 0, |, es decir, el problema (p,) tiene una solucién positiva. =

o€
o€
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