
Расчетные модели макроэкономической
динамики

Ëåêòîð: Îêñàíà Àíàòîëüåâíà Ìàëàõîâñêàÿ

Ëåêöèÿ 5

4 ìàðòà 2017ã.
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Модель Хансена с неделимым трудом

Â ðåàëüíîì ìèðå áîëüøèíñòâî ðàáîòíèêîâ çàíÿòû

îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ÷àñîâ â íåäåëþ èëè íå çàíÿòû

âîîáùå. Õàíñåí äîáàâëÿåò ýòó õàðàêòåðèñòêó â ñâîþ

äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü. Äîìîõîçÿéñòâà ïîäïèñûâàþò êîíòðàêò ñ

ôèðìàìè è îáåñïå÷èâàþò h0 åäèíèö òðóäà â ïåðèîäå t ñ
âåðîÿòíîñòüþ 𝛼t . Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåò, ðàáîòàåò ëè

äàííîå äîìîõîçÿéñòâî â ïåðèîäå t. Ò.å. â êàæäîì ïåðèîäå äîëÿ

𝛼t äîìàøíèõ õîçÿéñòâ ðàáîòàåò h0 ÷àñîâ è 1−𝛼t äîìîõîçÿéñòâ

íå ðàáîòàþò âîîáùå. Âñå äîìîõîçÿéñòâà ïîëó÷àþò îäèí è òîò

æå äîõîä, íåçàâèñèìî îò òîãî, ðàáîòàþò îíè èëè íåò. Òàê êàê

ðûíêîì ïðåäëàãàåòñÿ 𝛼th0 ðàáî÷èõ ÷àñîâ, òî ôèðìû íàíèìàþò

ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî òðóäà è îïðåäåëÿþò çàðïëàòó êàê

ïðåäåëüíûé ïðîäóêò ht åäèíèö òðóäà ht = 𝛼th0 .

2 / 29



Модель Хансена с неделимым трудом

Ââåäåíèå òàêîãî ðîäà òðóäîâûõ êîíòðàêòîâ â ìîäåëü èìååò

òåõíè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ

íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïîòðåáëåíèÿ.
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Модель Хансена с неделимым трудом

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è èìåþò õîðîøî îïðåäåëåííûå

ðåøåíèÿ, êîãäà îïòèìèçàöèîííûå ôóíêöèè âîãíóòûå è

îïòèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ.

Áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ êàæäîãî äîìîõîçÿéñòâà èìååò âèä:

ct + it = wtht + rtkt (1)

Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü â ïåðèîä t ðàâíà:

u(ct , ht) = ln ct + 𝛼t𝛾 ln(1− h0) + (1− 𝛼t)𝛾 ln(1) =

= ln ct + ht
𝛾 ln(1− h0)

h0
=

= ln ct + Bht

(2)
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Деньги в RBC модели: cash in advance

Cooley and Hansen (1989) ââîäÿò äåíüãè â ìîäåëü Hansen (1985)

ñ íåäåëèìûì òðóäîì. Îãðàíè÷åíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

äåíüãè ìîãóò áûòü ïîòðà÷åíû òîëüêî íà ïîòðåáèòåëüñêèå

òîâàðû. Ïîêóïêà èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ íå îãðàíè÷åíà òåì

êîëè÷åñòâîì äåíåã, êîòîðîå äîìîõîçÿéñòâî èìååò íà ðóêàõ ê

íà÷àëó ïåðèîäà, íî ñâÿçàíà áþäæåòíûì îãðàíè÷åíèåì.

Íàëè÷èå äåíåã ñîçäàåò æåñòêîñòü (friction) â ýêîíîìèêå, òàêèì

îáðàçîì ðàâíîâåñèå íå îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ ðàâíîâåñèåì â

îáû÷íîé ìîäåëè.

Ïðåäïîñûëêè âòîðîé òåîðåìû áëàãîñîñòîÿíèÿ áîëüøå íå

âûïîëíÿþòñÿ

Íåîáõîäèìî ðàáîòàòü ñ ìíîãî÷èñëåííûìè àãåíòàìè, ðûíêàìè è

ñ æåñòêîñòüþ èç-çà cash-in-advance.
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Функция полезности и производственная функция

Êàæäîå äîìîõîçÿéñòâî ìàêñèìèçèðóåò îæèäàåìóþ

äèñêîíòèðîâàííóþ ïîëåçíîñòü:

E0

∞∑︁
t=0

𝛽tu(c it , h
i
t) (3)

Äîìîõîçÿéñòâà ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝛼i
t ïðåäîñòàâëÿþò h0 åäèíèö

òðóäà

u(c it , h
i
t) = ln c it +

[︂
𝛾
ln(1− h0)

h0

]︂
hit (4)

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ:

yt = AtK
𝜃
t H

1−𝜃
t , ãäå (5)

lnAt+1 = (1− 𝜌A) ln Ā + 𝜌 lnAt + 𝜀At+1, 𝜀At+1 ∼ N(0, 𝜎2𝜀) (6)
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Рынки факторов производства и CIA-ограничение

Ðûíêè òðóäà è êàïèòàëà ñîâåðøåííî êîíêóðåíòíû:

wt = (1− 𝜃)AtK
𝜃
t H

𝜃
t (7)

rkt = 𝜃AtK
𝜃−1

t H1−𝜃
t (8)

Îãðàíè÷åíèå CIA:

ptc
i
t ≤ mi

t−1 + (gt − 1)Mt−1 (9)

ãäå mt−1 - äåíüãè, ñîõðàíåíííûå â ïðîøëîì ïåðèîäå,

(gt − 1)Mt−1 - òðàíñôåð îò ãîñóäàðñòâà.

Äîìîõîçÿéñòâà - ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì

Òðàíñôåð îò ãîñóäàðñòâà íå çàâèñèò îò ñîáñòâåííûõ

íàêîïëåíèé äîìàøíåãî õîçÿéñòâà
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Бюджетное ограничение

Ñóùåñòâóåò óñëîâèå ïðè êîòîðîì cash-in-advance îãðàíè÷åíèå

âñåãäà âûïîëíåíî: gt ≥ 𝛽. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîì ïåðèîäå

äîìîõîçÿéñòâî òðàòèò âñþ îòëîæåííóþ íàëè÷íîñòü ïðîøëîãî

ïåðèîäà íà ïîòðåáèòåëüñêèå áëàãà.

Áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå:

c it + k it+1 +
mi

t

pt
= wth

i
t + rtk

i
t + (1− 𝛿)k it +

mi
t−1

+ (gt − 1)Mt−1

pt
(10)

Äàëåå íåîáîäèìî îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.

Åñëè ḡ = 1, òî äåíåæíûå çàïàñû ïîñòîÿííû, è ñóùåñòâóåò

ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå

Åñëè ḡ ̸= 1, òî M ↑ èëè M ↓
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Нормировка

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî âñå íîìèíàëüíûå ïåðåìåííûå

íîðìèðîâàòü ëèáî ê Mt , ëèáî ê pt . Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì

ñïîñîáîì:

m̂i
t =

mi
t

Mt
; p̂it =

pit
Mt

;
Mt

Mt
= 1 (11)

Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàöèè äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü (9):

pt
Mt

c it =
mi

t−1
+ (gt − 1)Mt−1

Mt
(12)

p̂tc
i
t =

m̂i
t−1

+ (gt − 1)

gt
(13)

Ñ ïîìîùüþ òîé æå íîðìàëèçàöèè áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå

ìîæíî çàïèñàòü:

c it + k it+1 +
m̂i

t

p̂t
= wth

i
t + rtk

i
t + (1− 𝛿)k it +

m̂i
t−1

+ (gt − 1)

gt p̂t
(14)
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Общий вид модели(1)

E0

∞∑︁
t=0

(︂
𝛽t ln c it +

[︂
𝛾
ln(1− h0)

h0

]︂
hit

)︂
(15)

s.t.c it =
m̂i

t−1
+ (gt − 1)

gt p̂t
(16)

c it + k it+1 +
m̂i

t

p̂t
=

(︁
1− 𝜃)AtK

𝜃
t H

−𝜃
t

)︁
hit+

+
(︁
𝜃AtK

𝜃−1

t H1−𝜃
t

)︁
k it+

+ (1− 𝛿)k it +
m̂i

t−1
+ (gt − 1)

gt p̂t

(17)

10 / 29



Общий вид модели(1)

Äèíàìèêà òåõíîëîãèè è ïðèðîñòà äåíåæíîé ìàññû:

lnAt+1 = (1− 𝜌) ln Ā + 𝜌 lnAt + 𝜀At+1 (18)

Òåìï ðîñòà äåíåæíîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ ëèáî êàê

ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ëèáî ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,

ò.å. ëèáî êàê:

gt = ḡ , ëèáî êàê: (19)

ln gt+1 = (1− 𝜑) ln ḡ + 𝜑 ln gt + 𝜀gt+1
(20)
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Решение модели

Óñëîâèÿ àãðåãèðîâàíèÿ èìåþò âèä:

Kt = k it (21)

Ht = hit (22)

Ct = c it (23)

M̂t = m̂i
t = 1 (24)

12 / 29



Условия первого порядка

Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:1

1

𝛽
= Et

wt

wt+1

[(1− 𝛿) + rt+1] (25)

B

wt p̂t
= −𝛽Et

1

p̂t+1c it+1
gt+1

(26)

p̂tc
i
t =

m̂i
t−1

+ gt − 1

gt
(27)

k it+1 +
mi

t

p̂t
= (1− 𝛿)k it + wth

i
t + rtk

i
t (28)

Ðàâíîâåñíàÿ çàðïëàòà è àðåíäíàÿ ñòîèìîñòü êàïèòàëà ìîãóò

áûòü ïåðåïèñàíû êàê:

wt = (1− 𝜃)At

[︂
Kt

Ht

]︂𝜃
rkt = 𝜃At

[︂
Kt

Ht

]︂𝜃−1

(29)

1Домашнее задание: вывести условия первого порядка
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Стационарное состояние

1

𝛽
= (1− 𝛿) + r̄ → r̄ (30)

B

w̄
= − 𝛽

ḡ C̄
(31)

p̂C̄ = 1 (32)

1

p̂
= (r̄ − 𝛿)K̄ + w̄ H̄ (33)

w̄ = (1− 𝜃)

[︂
K̄

H̄

]︂𝜃
(34)

r̄ = 𝜃

[︂
K̄

H̄

]︂𝜃−1

(35)
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Стационарное состояние

w̄ = (1− 𝜃)

[︂
K̄

H̄

]︂𝜃
= (1− 𝜃)

[︂
r̄

𝜃

]︂ 𝜃
𝜃−1

→ w̄ (36)

C̄ = −𝛽w̄

ḡB
→ C̄ (37)

p̂ =
1

C̄
→ p̂ (38)

K̄ =
C̄

r̄
𝜃 − 𝛿

→ K̄ (39)

H̄ =

(︂
r̄

𝜃

)︂ 1
1−𝜃

K̄ → H̄ (40)

Ȳ = C̄ + 𝛿K → Ȳ (41)
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Стационарное состояние

Ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè

ïðåæäå: 𝛽 = 0.99, 𝛿 = 0.025, 𝜃 = 0.36, 𝛾 = 1.72,
h0 = 0.583,B = −2.5805. Äëÿ ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè:

Ïåðåìåííàÿ Çíà÷åíèå

r̄ 0.0351
w̄ 2.3706
C̄ 0.9095

ḡ

p̂ 1.0995ḡ
H̄ 0.3302

ḡ

Ȳ 1.2231
ḡ
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Логлинеаризация

1

𝛽
= Et

wt

wt+1

[(1− 𝛿) + rt+1] ⇒

− w̃t = 𝛽Et [r̄(r̃t+1 − w̃t+1) − (1− 𝛿)w̃t+1]

(42)

B

wt p̂t
= −𝛽Et

1

p̂t+1c it+1
gt+1

⇒ − B

C̄w̄
[p̃t + w̃t ] =

𝛽

ḡ
Etgt+1 (43)

p̂tc
i
t =

m̂i
t−1

+ gt − 1

gt
⇒ p̃t + C̃t = 0 (44)

k it+1 +
m̂i

t

p̂t
= (1− 𝛿)k it + wth

i
t + rtk

i
t ⇒ k̄ k̃t+1+

+
m̄

p̄
[m̃t − p̃t ] = w̄ h̄[w̃t + h̃t ] + r̄ k̄[r̃t + k̃t ] + (1− 𝛿)k̄ k̃t

(45)

17 / 29



Логлинеаризация

wt = (1− 𝜃)At

[︂
Kt

Ht

]︂𝜃
⇒

⇒ w̃t = Ãt + 𝜃(K̃t − H̃t

(46)

rt = 𝜃At

[︂
Kt

Ht

]︂𝜃−1

⇒

⇒ r̃t = Ãt + (𝜃 − 1)(K̃t − H̃t)

(47)

Ht = hit ⇒ H̃t = h̃t ;Kt+1 = k it+1 ⇒ K̃t = k̃t (48)

M̂ = m̂i
t = 1 ⇒ m̃t = 0 (49)

ln gt+1 = (1− 𝜑) ln ḡ + 𝜑 ln gt + 𝜀gt+1
⇒

g̃t+1 = 𝜑g̃t + 𝜀gt+1

(50)

lnAt+1 = (1− 𝜌)lnĀ + 𝜌 lnAt + 𝜀At+1 ⇒ (51)

⇒ Ãt+1 = 𝜌Ãt + 𝜀At+1 (52)
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Логлинеаризация

Ïîëåçíî èñêëþ÷èòü ÷àñòü ïåðåìåííûõ èç ìîäåëè è ñîêðàòèòü

÷èñëî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ìîäåëü ñî çíàêîì ìàòîæèäàíèÿ.

Íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåññà äëÿ ðîñòà äåíåæíîãî

ïðåäëîæåíèÿ:

g̃t+1 = 𝜑g̃t + 𝜀gt+1
(53)

óðàâíåíèå:

− B

C̄w̄
[p̃t + w̃t ] = 𝛽Et

[︂
1

ḡ
g̃t+1

]︂
(54)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

− B

C̄w̄
[p̃t + w̃t ] =

𝛽𝜑

ḡ
g̃t (55)
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Общая система

Ñèñòåìà ñîäåðæèò 4 óðàâíåíèÿ áåç ìàòîæèäàíèÿ:

K̄ K̃t+1 −
1

p̄
p̃t − w̄ H̄H̃t − r̄ K̄ r̃t − r̄ K̄ K̃t − (1− 𝛿)K̄ K̃t = 0 (56)

r̃t − Ãt − (𝜃 − 1)K̃t + (𝜃 − 1)H̃t = 0 (57)

w̃t − Ãt − 𝜃K̃t + 𝜃H̃t = 0 (58)

p̃t + w̃t − 𝜑g̃t = 0 (59)
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Общая система

Îäíî óðàâíåíèå ñ ìàòîæèäàíèåì:

w̃t + 𝛽 r̄Et r̃t+1 − Etwt+1 = 0 (60)

È äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà äëÿ øîêà òåõíîëîãèè è ïðåäëîæåíèÿ

äåíåã:

Ãt+1 = 𝜌Ãt + 𝜀At+1 (61)

g̃t+1 = 𝜑g̃t + 𝜀gt+1
(62)
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Решение метод неопределенных коэффициентов

Çàïèøåì ñèñòåìó â ôîðìå:

Axt + Bxt−1 + Cyt + Dzt = 0 (63)

Et [Fxt+1 + Gxt + Hxt−1 + Jyt+1+

+ Kyt + Lzt+1 + Mzt ] = 0
(64)

zt+1 = Nzt + 𝜀t+1, Et(𝜀t+1) = 0, (65)

ãäå xt = [K̃t+1]′, yt = [r̃t w̃t H̃t p̃t ]
′, zt = [Ãt , g̃t ]

′
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Решение:(3)

Â íàøåì ñëó÷àå ìàòðèöû èìåþò âèä:

A =
[︀
K̄ 0 0 0

]︀′
, (66)

B =
[︀
−(r̄ + 1− 𝛿)K̄ 1− 𝜃 −𝜃 0

]︀′
, (67)

C =

⎡⎢⎢⎣
r̄ K̄ −w̄ H̄ −w̄ H̄ − 1

P̄
1 0 𝜃 − 1 0

0 1 𝜃 0

0 −1 0 −1

⎤⎥⎥⎦ , (68)

D =

⎡⎢⎢⎣
0 0

−1 0

−1 0

0 𝜑

⎤⎥⎥⎦
′

, (69)

F = [0] G = [0] H = [0] (70)
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Решение:(4)

J =
[︀
𝛽 r̄ −1 0 0

]︀
, (71)

K =
[︀
0 1 0 0

]︀
, (72)

L = [0 0] (73)

M = [0 0] (74)

N =

[︂
0 1

0 𝜑

]︂
, (75)

(76)

Ðåøåíèåì äëÿ ýòîé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ íàáîð ìàòðèö

P,Q,R, S , îïèñûâàþùèõ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè:

xt+1 = Pxt + Qzt (77)

yt = Rxt + Szt (78)
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Решение:(4)

Íàõîäèì ðåøåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (60)-(65) èç

Ëåêöèè 4:

P = [0.9418] (79)

Q = [0.1552 0.0271] (80)

R =

⎡⎢⎢⎣
−0.9450
0.5316
−0.4766
−0.5316

⎤⎥⎥⎦ (81)

S =

⎡⎢⎢⎣
1.9418 −0.0555
0.4703 0.0312
1.4715 −0.0867
−0.4703 0.4488

⎤⎥⎥⎦ (82)
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IRF для базовой CIA-модели(1)
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IRF для базовой CIA-модели(2)
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Выводы по IRF

1 Ðåàêöèÿ ýêîíîìèêè íà òåõíîëîãè÷åñêèé øîê òî÷íî òàêàÿ

æå, êàê â áàçîâîé ìîäåëè Õàíñåíà ñ íåäåëèìûì òðóäîì

2 Íà ìîíåòàðíûé øîê î÷åíü áûñòðî è ñèëüíî ðåàãèðóþò

öåíû

3 Â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íèçêîé ïåðñèñòåíòíîñòè

ìîíåòàðíîãî øîêà, âëèÿíèå øîêà ïåðåñòàåò äåéñòâîâàòü

î÷åíü áûñòðî

4 Ìîíåòàðíûé øîê èìååò âëèÿíèå íà ðåàëüíûå ïîêàçàòåëè,

íî ýòî âëèÿíèå ñëàáîå.
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