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1. Transitiv lukning

2. Floyd-Warshall
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korteste vei » transitiv lukning » problemet

Input: En rettet graf G = (V,E).

Output: En rettet graf G* = (V,E*) der
(i,7) € E* hvis og bare hvis det finnes en
sti fra ¢ til 5 i G.

Vi kommer til a returnere en nabomatrise T for G*.




transitiv lukning

Traversér fra hver node?
Kjoretid: Vx ©(E + V) = ©(VE + V?)
Bra nar vi har fa kanter, f.eks. E = o(V?)
Mye overhead; hgye konstantledd
Malsetting:
Vi fokuserer pa tilfellet E = ©(V?)
Vi vil ha et lavere konstantledd

Observasjon:

Korteste stier har felles segmenter

Overlappende delproblemer. ..

Dekomponering: Hva blir «koordinatene» til delproblemene?




korteste vel » transitiv lukning

@ @
Det finnes en vei fra ¢ til j via noder fra {1...k}

22




(k)
t;;

korteste vel » transitiv lukning

= det gar en vei fra ¢ til j via noder fra {1...k}

23




korteste vel » transitiv lukning

Som for ryggsekkproblemet: Skal k vaere med eller ikke?
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korteste vel » transitiv lukning

De mulige stiene p, p1 og po gar kun via noder fra {1...k — 1}

25




korteste vel » transitiv lukning

k k—1 k—1 k—1
t7(;j) - tf;j ) \ (tEk )/\tl(cj ))
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transitiv lukning

if i # j and (i,) ¢ B,
ifi=jor(i,j) €E.




k k—1 k—1
) =5y (A

(k—1)
kj
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transitiv lukning




korteste vei » transitiv lukning

tz’j :tij \/(tik /\tkj )

Problemet er at iterasjonene 1..k «blandes», sa
vi kan risikere at noen av del-stiene allerede gar
innom k - sa kanskje vi gar innom k mer enn én
aang? | sa fall har vi en sykel ... men om det
finnes en sti *med* en sykel, sa finnes det 0gsa
en sti *uten* en sykel!

Det er trygt a bruke én tabell. Hvorfor?




TRANSITIVE-CLOSURE(G)

korteste vel » transitiv lukning

For hver node 7 og j: Finnes det en sti ¢ ~» 57




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

korteste vel » transitiv lukning

2 let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix

Finnes en sti ¢ ~ 7 som ikke gar via andre noder?




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

korteste vel » transitiv lukning

2 let TO) = (tz{?)) be a new n X n matrix

3 forz=1ton

For hver mulig startnode. ..




transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV]
2 let TO) = (té?)) be a new n X n matrix
3 fori=1ton
4 for j =1ton

For hver mulig sluttnode. ..




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
n = |GV|

for:=1ton
for j =1 ton

U i W N =

korteste vel » transitiv lukning

let TO) = (tgg)) be a new n X n matrix

ifi==7jor (i,5) € G.E

Samme node eller sammenkoblet med kant?




korteste vel » transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV]
2 let TO) = (tz{?)) be a new n X n matrix
3 fori=1ton

4 for j =1ton
5 ifi==7jor (i,5) € G.E
6 9 =1

ij

Da finnes det en sti ¢ ~ j som ikke gar via andre noder




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix
3 forz=1ton

4 for j =1ton
5 ifi ==j or (i,7) € G.E
6 $0 — 1
i
7 else t(Q) =0

%)

Ellers finnes ingen slik sti

transitiv lukning




TRANSITIVE-CLOSURE(G)

1

2

3
4

D
6
7
8

n = |GV|

let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix

for s =1 ton
for j =1 ton
ifi ==j or (i,7) € G.E
1) =1
elsetz(?):()
for k=1ton

Vi far na lov til a ga innom node &

transitiv lukning




transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix
3 forz=1ton

4 for j =1ton

5 ifi==jor (i,j) € G.E

6 1) =1

7 else tg?) =0

8 for k=1ton

9 let T = (t,gf)) be a new n X n matrix

Finnes en sti ¢ ~ j som kun far ga innom {1,...,k}?




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix
3 forz=1ton

transitiv lukning

4 for j =1ton

5 ifi==jor (i,j) € G.E

6 1) =1

7 else tg?) =0

8 for k=1ton

9 let T) = (t,gc)) be a new n X n matrix

10 for:=1ton

For hver mulig startnode. ..




TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (tg?)) be a new n X n matrix
3 forz=1ton

transitiv lukning

4 for j =1ton

5 ifi==jor (i,j) € G.E

6 ) =1

7 else tg?) =0

8 for k=1ton

9 let T) = (t,gc)) be a new n X n matrix
10 for: =1ton
11 for j =1ton

For hver mulig sluttnode. ..




transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (¢ §J)> be a new n X n matrix

3 forz=1ton

4 for j =1ton

5 ifi==jor (i,j) € G.E

6 1) =1

7 else tg?) =0

8 for k=1ton

9 let T) = (tgf)) be a new n X n matrix
10 for:=1ton
11 for j =1ton
12 te) = Vv Y A Y)

Finnes ¢ ~ j eller ¢ ~ k ~» j, om vi kun far ga innom {1,...,k — 1}7




transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|GV|

2 let TO) = (¢ §J)> be a new n X n matrix

3 forz=1ton

4 for j =1ton

5 ifi==jor (i,j) € G.E

6 1) =1

7 else tg?) =0

8 for k=1ton

9 let T) = (tgf)) be a new n X n matrix
10 for:=1ton
11 for j =1ton
12 te) = Vv Y A Y)

13 return T

Finnes det en sti i ~ j som far ga innom {1,...,n}, dvs. alle?




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)

korteste vel » transitiv lukning

Forenklet utgave: Bruker bare én tabell, T




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)
1 n=|GV|

2 initialize T

korteste vel » transitiv lukning

Samme node (I er identitetsmatrise) eller nabo (A er nabomatrise)




korteste vel » transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE' (G)
1 n=|GV|

2 initialize T

3 fork=1ton

Vi far na lov til a ga innom node &




korteste vel » transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE' (G)
1 n=|GV|

2 initialize T

3 fork=1ton

4 for s =1 ton

For hver mulig startnode. ..




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)

U i W N =

n = |GV]|
initialize T
for Kk =1ton
for:=1ton
for j =1ton

For hver mulig sluttnode. ..

transitiv lukning




korteste vel » transitiv lukning

TRANSITIVE-CLOSURE' (G)

1 n=|GV|

2 initialize T

3 fork=1ton

4 for:=1ton

5 for j =1ton

§ tij=1;; V (tik A\ tkj)

Enten allerede en sti ¢ ~ j eller en ny sti ¢ ~ k ~» 57




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)

1
2
3
4
D
6
7

n = |GV]|
initialize T
for k=1ton
for:=1ton
for j =1ton
tij=1;; V (tz'k N\ tkj)
return T

Finnes det en sti 7 ~» 37

transitiv lukning




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)
1 n=|GV|

2 initialize T

3 fork=1ton

4 for:=1ton
5 for j =1ton

) tij = tij V (tikz A tk‘j)
7 return T

k,i,7 = 1,1,1

>~ W

transitiv lukning

4 5
1
1
1
11




TRANSITIVE-CLOSURE' (G)
1 n=|GV|

2 initialize T

3 fork=1ton

4 for:=1ton
5 for j =1ton

6 tij = tij V (tik; A\ tkj)
7 return T

k,i,7 = 5,9,5

(\)

>~ W

transitiv lukning

—t | | et |
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Korteste vel )

Transitiv lukning » Kjeretid




init » O(n?)
for:=1ton
for j=1ton
0
sett tgj) O(1)
for k=1ton

evt. ny matrise » ©(n?)
for:=1ton
for j=1ton
(k)
sett ¢;;” » O(1)
return » O(1)

Totalt: ©(n?)

kjgretid
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korteste vei, alle til alle » problemet

Input: En vektet, rettet graf G = (V, E)
uten negative sykler, der V.= {1,...,n},
og vektene er gitt av matrisen W= (w;;).

Output: En nxn-matrise D = (d;;) med
avstander, dvs., d;; = (¢, 7).

Vi returnerer ogsa en forgjengermatrise II = ()




floyd-warshall

Fra hver node til alle andre?

DIJKSTRA med tabell: O(V? + VE)

...med bingerhaug:  O(VEIgV)

... med Fib.-haug: O(V?1gV + VE)

BELLMAN-FORD: O(V2E)
Malsetting:

Vi vil tillate negative kanter
Vi vil ha lavere asymptotisk kjgretid. ..

...og vil ha lavere konstantledd

Nok en gang: Hva blir «koordinatene» til delproblemene?




korteste vel » floyd-warshall

@ @
Korteste vei fra i til j via noder fra {1...k}

199




korteste vel » floyd-warshall

@ @
Forgjengeren til j om vi starter i ¢ og gar via noder fra {1...k}

200




korteste vel » floyd-warshall

dgf) = korteste vei fra ¢ til j via noder fra {1...k}

201




korteste vel » floyd-warshall

Som for ryggsekkproblemet: Skal k vaere med eller ikke?

202




korteste vel » floyd-warshall

Stiene p, p1 og p2 gar kun via noder fra {1...k — 1}

203




korteste vel » floyd-warshall

(%) (k—1) (k=1) , (k=1
dij kan enten veere dij eller d;; "+ dkj

204




korteste vel » floyd-warshall

di) = min (dF 7Y, a7+ a7V

205




r

wij

_ min (d

(k=1) (k=1)  (k—1)

floyd-warshall

if k=0,
if k> 1.




.
NIL

(
\

if 1 =7 or w;; = o0,

if 7 # j and w;; < 0.

floyd-warshall




k—1 k—1
< d' )+d,ij )

(k—

floyd-warshall

)

) .




\min (d;; , dy,  +dy,

Sow fer: Vi kan ha gatt
innom k i én av delstiene,
siden vi blander iterasjoner

- men vi antar at det ikke er
hoen negative sykler, og en
positiv sykel vil aldri lenne
seq (og vil dermed ikke bli
wed).

7

korteste vei » floyd-warshall

if k=0,
) ifk>1.

Vi kan bruke én tabell igjen (se oppgave 25.2-4)




7T,§;-€_1)
k—1
i

if d;

: k—1 k—
if d; ' >d,

Fordi denne bare baserer seq
pa valget vi gjer for d.

7

<d

(k—

1k

korteste vel » floyd-warshall

Dydl

Dy dlh

Ogsa her holder det med én tabell




korteste vei » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)

For hver node ¢ og j: Hva er korteste vei ¢ ~» 57




korteste vei » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n= W.rows

2 DO =W

Korteste vei i ~ j som ikke gar via andre = w(i, j)




korteste vel » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n = W.rows

2 DO) — W

3 for k=1ton

Vi far na lov til a ga innom node &




korteste vel » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n= W.rows

2 DO =W
3 for k=1ton
4 let D) = (dgf)) be a new n X n matrix

Hva er korteste vei i ~ j som kun far ga innom {1,...,k}?




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)

Ot x W N =

n = W.rows

DO =W

for k=1ton
let D) = (dgf)) be a new n X n matrix
for:=1ton

For hver mulig startnode. ..




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)

1 n= W.rows

2 DO =wW

3 fork=1ton

4 let D) = (dgf)) be a new n X n matrix

H for:=1ton
6 for j =1ton

For hver mulig sluttnode. ..




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n= W.rows
2 DO =wW
3 fork=1ton
4 let D) = (dgf)) be a new n X n matrix
for:=1ton
for j =1ton

d) = min (@, dl Y + alY)

N O Ot

Er det raskere & ga innom k (og ellers fortsatt kun {1,...,k —1})7




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n= W.rows
2 DO =wW
3 fork=1ton
let D) = (dgf)) be a new n X n matrix
for:=1ton
for j =1ton

d) = min (@, dl Y + alY)

N O Ot =

8 return D™

Korteste vei i ~ j som far ga innom {1,...,n}, dvs. alle




FLOYD-WARSHALL' (W)

korteste vei » floyd-warshall

Forenklet: Bruker bare D heller enn D) (se 25.2-4, uten II)

224




FLOYD-WARSHALL' (W)

1 n = W.rows
2 1initialize D and II

korteste vei » floyd-warshall

Ikke via noen: d;; = w(i,7); m; =4 nar i # j og w(i,j) < o0




korteste vel » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL' (W)

1 n = W.rows
2 initialize D and 11
3 fork=1ton

Vi far na lov til a ga innom node &




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL' (W)
1 n = W.rows
2 initialize D and 11

3 fork=1ton
4 for:=1ton

For hver mulig startnode. ..




FLOYD-WARSHALL' (W)

U I W N =

n = W.rows
initialize D and 11

for k=1ton
for:=1ton
for =1 ton

For hver mulig sluttnode. ..

floyd-warshall




korteste vel » floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL' (W)
1 n = W.rows

2 initialize D and II

3 fork=1ton

4 for:=1ton
5 for =1 ton
0 if dij > dik—l—dkj

Er det raskere & ga innom k (og ellers fortsatt kun {1,...,k —1})7




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL' (W)
1 n = W.rows
2 initialize D and II
3 fork=1ton
for:=1ton
for =1 ton
if dij > d; + dkj
dij = di, + dp;

N O Ot i~

Oppdatér avstanden




floyd-warshall

FLOYD-WARSHALL' (W)

1 n = W.rows

2 initialize D and II

3 fork=1ton

for:=1ton

for =1 ton
if dij > d; + dkj

dij = di, + dp;
Tij = Tkj

o J O Ot i~

Husk valget: Forgengeren til ¢ om vi kommer fra j




floyd-warshall
4 5
!
117
FLOYD-WARSHALL' (W) D
1 n = W.rows
2 initialize D and II 0
3 fork=1ton 5 6 | 0
4 for: =1ton
5 for j =1ton o a4 s
6 if dij > dix + di;
7 di; = dir + d; 1 11 1
8 i = kg 2 2| 2
9 return D, II
II 3 3
4| 4 4
5 5
k,i,7 = 1,1,1




floyd-warshall
1 2 3 4 5
110 1|-3]| 2 |-4
2131014 |1 |-1
FLOYD-WARSHALL' (W) D sl714l0! 53
1 n = W.rows
2 initialize D and II 412 -1 -5 | 0 -2
3 fork=1ton slslsl 1160
4 for . =1 ton
5 for j =1ton L L
6 if dij > dix, + di;
7 d@‘j — dq,k: + dkj 1 3 4 5 1
8 Tij = Tkj 2| 4 41211
9 return D, II
II 31413 2 11
414 1| 31| 4 1
514131415
k,i,7 = 5,5,5




korteste vei » floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IL, 7, j)

Hvilke noder er i stien fra ¢ til 57




korteste vei » floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IL, 7, j)
1 ifi==j

Samme node? Kommer ingenstedstra . ..




korteste vel » floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(II, 7, 5)

1 ife==
2 print 2

. sa bare skriv ut noden




korteste vel » floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(II, 7, 5)
1 if1==9

2 print 2

3 elseif 7;; == NIL

Hvis vi ellers ikke kom fra noe sted...




floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(II, 7, 5)

1 ifi==94

2 print 2

3 elseif 7;; == NIL

4 print “no path from” ¢ “to” 7 “exists”

. sa finnes ingen sti!




floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IL, %, 5)
1 ifi==

2 print 2

3 elseif 7;; == NIL

4 print “no path from” ¢ “to” 7 “exists”

5 else PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IL, 7, 7;5)

Ellers kom vi fra m;;. Skriv veien dit forst. ..




floyd-warshall

PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(II, 7, 5)

S U i W N =

ifi ==
print 2

elseif 7;; == NIL
print “no path from” ¢ “to” 7 “exists”
else PRINT- ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IL, 7, 7;5)

print

. og deretter sluttnoden




PRINT-PATH(II, 7, 5)

1 ifi==3j

2 print 2

3 elseif m;; == NIL

4 print “no such path”

5 else PRINT-PATH(IL, i, ;)
6 print j

1,7 = 1,2

(\)

>~ W

floyd-warshall

1 2 3 4 5

1 4051
4 1121
4|3 2 1
1134 1
41345




PRINT-PATH(II, 7, 5)

1 ifi==3j

2 print 2

3 elseif m;; == NIL

4 print “no such path”

5 else PRINT-PATH(IL, i, ;)
6 print j

1,7 = 1,2

1

floyd-warshall

1 4 5
1 5 1
2| 4 21
31 4 211
41 4 1
51 4 5
5 4 3 2




Korteste vel >
Hoyd-Warshall » Kjgretid




init » O(n?)
for k=1ton
for:=1ton
for j=1ton
min » O(1)
return » O(1)

Totalt: ©(n?)

kjgretid




1. Transitiv lukning

2. Floyd-Warshall

426
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