
  

Alberi minimi ricoprenti (Minimum 
Spanning Tree)

Luca Becchetti
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Albero minimo ricoprente

● Consideriamo grafi non diretti
– Perché?

● Sottografo ricoprente di G
– Sottografo che contiene tutti i vertici 

di G

● Albero ricoprente
– Qualunque albero che copre tutti i 

vertici di G

● Albero minimo ricoprente
– Dato un grafo G (in generale pesato)
– Albero ricoprente di peso totale 

minimo

● Applicazioni
– Reti di comunicazione
– Reti di trasporto
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Proprietà



  

Proprietà di ciclo

● T: un MST di G
● e: arco di G non in T
● C: ciclo presente in T U 

{e}
● Per ogni arco f di C 

– w(f) ≤ w(e)

● Prova
– Per contraddizione
– Se w(f) > w(e) → nuovo 

albero di peso minore 
sostituendo e a f
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Sostituendo e a f abbiamo
 un albero di peso minore



  

Proprietà di taglio

● Taglio: partizione di V in due sottoinsiemi 
V1 e V2

● Arco del taglio: qualsiasi arco con un 
estremo in V1 e l’altro in V2

● Proprietà di taglio
– Sia e in arco di peso minimo del taglio (V1, V2)

– Esiste un albero minimo ricoprente che 
contiene e



  

Prova

● Sia T un MST di G
● Se T non contiene e si 

consideri il ciclo C 
presente in T U {e}

● Sia f un arco di C 
appartenente al taglio

● Per la proprietà di ciclo
– w(f) ≤ w(e)
– Ma e è minimo → w(f) = 

w(e) → sostituendo f con e 
abbiamo ancora un MST
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abbiamo un altro MST

U V



  

Algoritmo di Prim-Jarnik



  

Algoritmo di Prim-Jarnik illustrato
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Algoritmo di Prim-Jarnik illustrato
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Algoritmo di Prim-Jarnik: 
pseudocodice



  

Analisi: complessità

● Costo delle inizializzazioni
– O(nlog n)

● Costo della generica iterazione del ciclo 
while (sia u il nodo estratto da Q)
– O(deg(u)log n) → possibile aggiornamento di Q 

per ogni vicino di u

● Costo totale
– O((n + m)log n)



  

Analisi - correttezza

● Supponiamo per semplicità che tutti i pesi 
degli archi siano diversi tra loro

● Ogni iterazione del ciclo while identifica un 
taglio
– I vertici in Q e quelli in V – Q

● Viene sempre selezionato l’arco di peso 
minimo del taglio
– Questo arco deve appartenere all’MST per la 

proprietà di taglio



  

Algoritmo di Kruskal



  

Algoritmo di Kruskal illustrato
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Algoritmo di Kruskal illustrato
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Algoritmo di Kruskal: pseudocodice

Union find



  

Analisi

● Complessità
– Inizializzazioni: O(mlog n)
– Ciclo while: abbiamo una sequenza di al più n - 

1 operazioni Union-Find → costo O(n + nlog n) 
– Costo complessivo

● O((m + n)log n)

● Correttezza
– Stesso argomento usato per algoritmo di Prim-

Jarnik
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